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Uber einige Grundfragen der Hydrodynamik. 
Von R. von Mises, Harvard University, USA. 


Zusammenfassung. Es wird das Aaftreten von Unstetigkeiten in den Integralen der hydro- 
dynamischen Grundgleichungen untersucht, wobei die tibliche Adiabatenbedingung durch eine 
in weitem Mae verallgemeinerte Bedingung ersetzt ist. Die wesentlichen Resultate sind: 1. Bei 
Abwesenheit von Zahigkeit und Warmeleitung fiihrt die Theorie der Charakteristiken zu zwei 
Typen méglicher Unstetigkeiten: a) dem Typus, der im Helmho1ltzschen Strahlproblem, in der 
Lanchester-Prandt|schen Tragfliigeltheorie und in den sog. Contact discontinuities der kom- 
pressiblen Fliissigkeit vorliegt; b) dem Typus, der von der Potentialtheorie bei Uberschallgeschwin- 
digkeit gelaufig ist. 2. Wenn Zihigkeit oder Warmeleitung oder beides vorhanden ist, gibt die 
Charakteristikentheorie nur Unstetigkeiten vom Typus a). Anderseits gibt es hier (ahnlich wie 
in der Grenzschichttheorie) asymptotische Integrale fiir unendlich werdende Reynoldszahl oder 
Prandtlzahl (oder beide) und diese stellen das dar, was man iiblicherweise Sto8vorginge nennt. 


Summary. The author studies the possible discontinuities appearing in the solutions of the 
hydrodynamic equations whereby the usual adiabatic condition is replaced by a widely more 
general relation. The principal results are as follows. 1. In the case of a fluid without viscosity 
and heat conduction the theory of characteristics leads to two different types of discontinuities: 
a) Those which are found in the jet problem of Helmholtz, in the wing theory of Lanchester- 
Prandtl, and in the so-called contact discontinuities of compressible fluids; b) those disconti- 
nuities which are well known from the theory of potential flow at supersonic velocities. 2. In the 
presence of viscosity and/or heat conduction the theory of characteristics admits only disconti- 
nuities of type a). In this case, however, one can find asymptotic integrals (in a similar way as in 
the theory of boundary layers) for Reynolds number and/or Prandtl number tending to in- 
finity. These asymptotic integrals represent the flow patterns that are usually called shocks. 


Résumé. Les discontinuités qui peuvent apparaitre dans les intégrales des équations hydro- 
dynamiques sont étudiées sous ’hypothése que la condition adiabatique usuelle est remplacée 
par une relation bien plus générale. Les résultats principaux sont les suivants: 1° Pour un fluide 
sans viscosité et sans conduction thermique la théorie des charactéristiques fournit deux types 
différents de discontinuités: a) Celles qui se trouvent dans le probléme de jets de Helmholtz, 
dans la théorie des ailes sustentatrices de Lanchester et Prandtl et dans les «Contact Discon- 
tinuities» des fluides compressibles; b) celles qui sont connues de la théorie des mouvements a 
potentiel pour les vitesses supersoniques. 2° En présence de viscosité ou de conduction thermique 
(ou de toutes les deux) la théorie des charactéristiques n’admet que les discontinuités du type a). 
D’autre part, en ce cas, on peat déduire (& peu prés de la méme fagon que dans la théorie des 
couches limites) des intégrales asymptotiques pour le nombre de Reynolds ou le nombre de 
Prandtl (ou tous les deux) tendant vers l’infini. Ces intégrales asymptotiques représentent ce 
qu’on appelle habituellement des chocs. 


1. Einleitung. 


Diese Arbeit befaBt sich mit mathematischen Fragen der Gasdynamik. Ks soll 
untersucht werden, welche Folgerungen aus den vorgegebenen Differentialgleichungen 
gezogen werden kénnen, ohne da man irgendwelche weitere Annahmen, die sich aus 
der Beobachtung oder aus anderen Theorien ergeben, hinzufiigt. Zunichst soll der 
mathematische Ansatz in allgemeiner Form festgelegt werden. 

Man betrachtet fiinf Unbekannte, und zwar die drei Komponenten des Ge- 
schwindigkeitsvektors y, den Druck p und die Dichte 9, welche Funktionen der vier 


unabhangigen Verinderlichen «, y, z, ¢ sind. Gelegentlich werden an Stelle von p 
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oder o oder von beiden gewisse Funktionen von p und ¢ beniitzt, wie z. B. die durch 
die Zustandsgleichung bestimmte Temperatur 7’ oder die Entropie S oder die innere 
Energie U. Fiinf Gleichungen sind zur Bestimmung der Unbekannten erforderlich. 

Die ersten drei kénnen als eine Vektorgleichung (Newtonsche Gleichung*) zu- 


sammengefaft werden 


d 1 i 
a te > grad p a= Re (1) bis (3) 


Was unter & zu.verstehen ist, wird sogleich erértert werden. Die naichste Gleichung 
ist die Kontinuitaétsbedingung 


; do 
o div » cer (4) 


Zu diesen allgemein giiltigen Gleichungen mu8 man eine fiinfte hinzufiigen, welche 
den besonderen Typus der betrachteten Strémung kennzeichnet. Gewohnlich, zu- 
mindest fiir die sog. ideale Flissigkeit, wird angenommen, da eine endliche Beziehung 
zwischen p und o existiert, wodurch die Zahl der Unbekannten tatsachlich auf vier 
reduziert wird (,,elastische“‘ Flissigkeit). Fiir unsere Zwecke ware dies eine zu enge 
Voraussetzung. Anderseits besteht keine generelle Vereinbarung tiber eine ange- 
messene allgemeine Form der spezialisierenden Gleichung. Fiir die vorliegende 
Untersuchung wird der Ansatz 


d de 

Ae ee (5) 
vorgeschlagen, der alle Fille, die bisher behandelt wurden, einschlieBt. Z. B. kénnen 
A und B die Ableitungen der Entropie nach p und @ und C die als Funktion der ab- 
hangigen und unabhingigen Verinderlichen gegebene Warmezufuhr sein. Man 
erkennt, daB der ,,elastische‘‘ Fall, das heiBt der Fall einer endlichen p,o-Beziehung, 
in (5) mit C = 0 mitenthalten ist, wenn eine entsprechende Randbedingung hinzugefiigt 
wird. 

Natiirlich muB tiber die Koeffizienten A, 6, C und & etwas angenommen werden. 
Wir werden zwei Probleme unterscheiden: 1. Den ,,idealen*‘ Fall, in dem A, B, C, & 
gegebene Funktionen der neun skalaren Veranderlichen v,, v,, v,; p; 0; %, Y, 2, ¢ sein 
kénnen, ohne aber irgendwelche Ableitungen zu enthalten; 2. den allgemeineren Fall, 
bei welchem in den Definitionen von A, Bb, C, & auch bestimmte Ableitungen erster 
und zweiter Ordnung von v, p, 0 zugelassen sind. 

Im Fall 1 und allgemeiner im Fall 2, wenn A, B, C, ® nur értliche Ableitungen 
enthalten, driicken die Ansatze (1) bis (5) offenbar folgendes aus: In jedem Augenblick 
und fiir jedes Teilchen sind die substantiellen Anderungen d/dt der Unbekannten 
v, p, @ explizit als Funktionen des augenblicklichen Zustandes der Fliissigkeit in dem 
betrachteten Punkt und in seiner Nachbarschaft erster Ordnung gegeben. 


2. Diskontinuierliche Lésungen. 


Im idealen Fall, fiir welchen A, B, C, & keine Ableitungen enthalten, haben die 
Gl. (1) bis (5) die Form eines ,,planaren‘‘ Systems von Gleichungen erster Ordnung 
(,,planar™ bedeutet linear in den Ableitungen, aber nicht notwendigerweise linear im 
ublichen Sinn). Wenn wir einheitlich die Unbekannten mit wu, (Qe dL 2's, a 
die unabhingigen Veranderlichen mit 2, (j = 1,2, ...,”) bezeichnen, so kann ein 
planares System geschrieben werden 


MAG Kk Ox; — Drs k —— ily. 2, Cueels mM, (6) 


* Vektorsymbole, wie grad, div usw., beziehen sich durchwegs auf den dreidimensionalen 
“-, y-, 2-Raum. 
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wobei fiir die Summierung die iibliche Vereinbarung gilt? und die a,,, und b, Funk- 
tionen der x; und uw, allein sind. Wir nehmen m =n an. Die im wesentlichen von 
T. Levi-Civita entwickelte Theorie der Charakteristiken lehrt folgendes: 


Wenn S eine beliebige Fliche im -dimensionalen Raum ist, konnen im allgemeinen 
die Werte aller w,; willkiirlich auf S angenommen werden, und es ist dann moglich, 
aus (6) die w; auf beiden Seiten in der Nachbarschaft von S in eindeutiger Weise zu 
berechnen (Cauchysches Problem). Es existieren jedoch Ausnahmsflichen S*, die wir 
Trennungsflachen nennen wollen. Wenn 4 ein Vektor senkrecht zu S* ist, miissen 
seine Komponenten 4; der Gleichung 


|» sell = 9 (7) 
genuigen, wobei die linke Seite eine Determinante m-ter Ordnung bedeutet, deren 
Element in der i-ten Reihe und k-ten Spalte die Summe 4; a;;, ist. Mit Bezug auf S* 


kann der Ansatz (6) durch Linearkombination so transformiert werden, daB er sich 
in zwei Teile spaltet. Ein Teil, sagen wir r Gleichungen, enthalt nur Ableitungen der 


wu, in der Richtung senkrecht zu 4, das hei8t parallel zu S*. Wir nennen diese Glei- 
chungen Kompatibilititsbedingungen, weil sie die Willkiirlichkeit der Wahl 
der w;-Werte auf S* einschriinken. Ihre Anzahl r ist im allgemeinen gleich der Viel- 
fachheit der Wurzel 4 in der algebraischen Gleichung m-ter Ordnung (7). Jede der 
hinzutretenden (m — 1) Gleichungen enthalt mindestens eine Ableitung eines wu, in 
der Richtung von A. — Auf dieser Grundlage kénnen wir den Begriff der ,,diskonti- 
nuierlichen Lésungen* des Systems (6) in der folgenden Weise einfiihren. 


Eine Gruppe von Funktionen w; soll eine diskontinuierliche Lésung von (6) genannt 
werden, wenn a) lings einer Flaiche S* zumindest eines der uw; oder eine ihrer Ab- 
leitungen beim Durchgang durch S* einen Sprung hat; wenn b) an beiden Seiten 
von S* alle Differentialgleichungen (6) befriedigt sind und wenn c) ein Sprung eines 
der w; nur erlaubt ist, sobald die Werte + co fir die Ableitung dieses w; in der Richtung 
A keiner der (m — r) Zusatzgleichungen widersprechen. Die letzte Bedingung kann 
als in der zweiten enthalten angesehen werden, wenn man annimmt, da’ ein endlicher 
Sprung einen unendlichen Differentialquotienten bedingt. 


Gewohnlich werden die Trennungsflichen S* als Charakteristiken bezeichnet. 
Wir wollen diesen Ausdruck lieber vermeiden, weil Charakteristiken oft als Flachen 
definiert werden, bei deren Durchgang Ableitungen der Variablen unstetig werden, 
nicht aber die Verdinderlichen selbst. Die Identifikation von Trennungsflachen und 
Charakteristiken (nach dieser Definition) ist die Ursache vieler Unklarheiten. 


3. Ideale Fliissigkeitsstrémung. 


Wenden wir nun die obigen Betrachtungen auf die Gleichungsgruppe (1) bis (5) 
in dem ,,idealen‘‘ Fall 1 an. Die Koeffizienten a,;, von (6) und folglich auch die 
Trennungsflichen sind in diesem Falle unabhingig von den GréBen & und C auf der 
rechten Seite der Gl. (1) bis (3) und (5). Da sich die Gl. (7) auf einen einzelnen Punkt 
in dem Raum von n — 4 Dimensionen bezieht, kénnen wir der Einfachheit halber die 


z-Richtung parallel zu y in diesem Punkt wahlen. Ferner fiihren wir den Quotienten 
B 


ee FF (8) 


ein und deuten damit an, daB A und Bverschiedene Vorzeichen haben. Wenn A,, Ag, As, Adie 


2 Das Summenzeichen XY ist weggelassen; tiber jeden Index, der mehr als einmal in dem Aus- 


druck vorkommt, ist zu summieren. 
6* 
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Komponenten von 2 in der 2-, y-, z-, t-Richtung sind, zeigt eine einfache Rechnung, 
daB die Gl. (7) in 

(v Ay EA)? (Ay a) — OA As As | — 9 (9) 
tibergeht. 

Demgema8 haben wir zwei Typen von Trennungsflichen. Die dreifache Wurzel, 
die dem ersten Faktor entspricht, definiert Flachen, die aus Weg-Zeit-Linien (oder 
Weltlinien, wie sie in der Relativitiitstheorie genannt werden) bestehen, die im Falle 
einer stationaren Strémung mit den Stromlinien zusammenfallen. Die drei Kom- 
patibilitatsbedingungen bestehen aus Gl. (5) und aus zwei Komponenten der Newton- 
schen Gleichung. Die zwei zusitzlichen Gleichungen sind die dritte Komponente der 


Newtonschen Gleichung (in der /-Richtung) und die Kontinuitatsgleichung (4). Da 


die erste die Ableitung von p in der j-Richtung und die zweite dieselbe Ableitung der 
Geschwindigkeitskomponente in der Richtung normal zum Schnitt s* von S* mit 
dem x-, y-, z-Raum enthalt, kénnen zufolge der Bedingung (c) diese zwei Verinder- 
lichen keine Unstetigkeit besitzen. Nur o und die zwei tangentialen Komponenten 
von y kénnen einer plétzlichen Anderung unterliegen. Bekannte Beispiele solcher 
Trennungserscheinungen liegen bei dem (stationiren) Helmholtzschen Strahlproblem 
vor, wo @ und » beim Durchgang durch bestimmte Stromflichen springen, ferner bei 
der sog. Wirbelschicht in der Lanchester-Prandtlschen Tragfliigeltheorie, wo nur » 
diskontinuierlich in den Punkten einer Flache s* ist, die aus Stromlinien besteht, und 
bei den sog. Beriihrungsdiskontinuititen (contact discontinuities) in kompressiblen 
Stroémungen. Man beachte, da8 in dem allgemeinen Fall nichtstationarer Stromung 
(ob kompressibel oder nicht) jede Flache im 2-, y-, z-Raum, wie immer ihre relative 
Lage zu den Geschwindigkeitsvektoren sein mag, eine Trennungsflaiche mit ver- 
schiedenen Werten der Dichte @ und der tangentialen Geschwindigkeitskomponenten 
auf beiden Seiten der Flache sein kann. Eine solche Diskontinuititsfliche bewegt 
sich mit den sie bildenden Fliissigkeitsteilchen. 

Zwei Bemerkungen mogen hinzugefiigt werden. Erstens, daB die Stetigkeit von p 
aus den Differeritialgleichungen (1) bis (5) und der allgemeinen Definition der dis- 
kontinuierlichen Lésungen folgt und nicht unter Heranziehung fremder Prinzipien 
(Newtons lex tertia) abgeleitet zu werden braucht (wie es z. B. von Levi-Civita getan 
wurde). Zweitens, daB die hier in Rede stehenden Diskontinuititen nichts mit StéBen 
zu tun haben — die in der Theorie der idealen Fliissigkeiten iiberhaupt nicht auf- 
treten —, sondern eine Erscheinung bilden, die auch bei inkompressiblen Fliissigkeiten 
zu verzeichnen ist. 

Der zweite Typus von Trennungsflichen, die durch den zweiten Faktor von (9) 
bestimmt werden, sind aus der Theorie der Potentialstromung wohlbekannt. Der 
Kegel zweiter Ordnung im vierdimensionalen Raum durchschneidet den a-, y-, 2- 
Raum in einem Kegel, der senkrecht zu dem sog. Machschen Kegel steht. Der Schnitt 
ist nur reell, wenn a? < y ist. Die Wurzeln sind einfach und die Kompatibilitits- 
bedingung lautet 

pf ho 1 ‘ a fe Qae 

i(G + Lemas)—(oarns 8) Tansy Se. ay 
Wenn diese Bedingung auf eine stationiire, zweidimensionale Strémung mit & = 0, 
C = 0 angewendet wird, vereinfacht sie sich zu der bekannten Beziehung 


, oO 
a = — OM ay tg a, (11) 


worin « den Machschen Winkel, # den Winkel zwischen y und einer festen Richtung 
und ¢/él die Differentiation in der Richtung der Charakteristik (normal zu 4) bedeutet. 
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Die vier Gleichungen, zusiitzlich zu (10), enthalten die A-Ableitungen aller fiinf 
Unbekannten. Daher folgt, da hier keine der GréBen », p, o beim Durchgang durch 
die Trennungsflache einen Sprung haben kann. Nur die Ableitungen kénnen unstetig 
sein. — Kine weitere Diskussion dieser bekannten Erscheinung, die in den modernen 
Lehrbiichern der Gasdynamik ausfiihrlich erértert wird, diirfte entbehrlich sein. Es 
mdége nur festgestellt werden, da bei unserer allgemeinen Form der spezialisierenden 
Gl. (5) und einem willkiirlichen Ausdruck & in der Newtonschen Gleichung sich alles 
ebenso verhalt wie bei der Potentialstrémung. 


4, Zihigkeit und Wirmeleitung. 


Wir werden nun zulassen, daB die rechtsseitigen Glieder ® und C in den Gl. (1) 
bis (5) auch von Ableitungen erster und zweiter Ordnung der Unbekannten v, p, 0 
abhangen. Insbesondere nehmen wir an, daB St ein linearer Ausdruck in den neun 
Ableitungen zweiter Ordnung von y nach x, y, z ist und C linear in den zweiten Ab- 
leitungen von p und o (oder solchen einer gegebenen Funktion 7’ von p und o) nach 
denselben Verinderlichen. Damit wird in weitem Umfang der Fall einer zihen und 
warmeleitenden Fliissigkeit gedeckt. — Es wird manchmal behauptet, da8 unter diesen 
Bedingungen keine Trennungsflichen existieren; dies ist nicht zutreffend. 


Die Gl. (1) bis (5) miissen nun als ein planares System von Gleichungen zweiter 
Ordnung angesehen werden. Sie haben die allgemeine Form 


Ou; 


an 
EG; 02; 


=b, k=1,2,...,m (12) 
und die Bedingung dafiir, daB ein Vektor 2 senkrecht zu einer Trennungsfliche steht, 
ist gegeben durch die Determinantenbedingung 


As A, irl = 0. (13) 


Dies ist eine algebraische Gleichung vom Grad 2 m fiir die Komponenten von 4. In 
unserem Falle tritt eine unbedeutende Anderung ein, weil die Gl. (4) unseres 
Systems keine Ableitungen zweiter Ordnung enthalt. Dies reduziert den Grad von 
(13) auf 2m — 1. 


Wenn (13) auf das System (1) bis (5) angewendet wird, hat das Resultat die Form 


(v Ay + Ag) Po (A) Po (A) = 9, (14) 


worin das Polynom 6. Ordnung P, ausschlieBlich von den Gliedern 2. Ordnung in &, 
(Zaihigkeitsglieder) und P, nur von denen in C (Warmeleitungsglieder) abhangig ist. 
Wenn die Navier-Stokessche Theorie der Zihigkeit zugrunde gelegt wird und die 
Warmeleitungsglieder in der iiblichen Form div (k grad 7) angenommen werden, 
findet man P, = /,2 + A,? + A,2 und P, = P,’. Im allgemeinen scheint es gerecht- 
fertigt zu vermuten, da® fiir irgendeine verniinftige Annahme itiber Zahigkeit und 
Wirmeleitung P, und P,, wie in dem speziellen Fall, keine reellen Wurzeln besitzen, 
was bedeutet, da die zugehérigen Differentialoperatoren vom elliptischen Typus sind. 


Unter diesen Bedingungen sind die einzigen reellen Trennungsflichen durch 
v A, + Ay = 0 bestimmt. Das sind Flaichen, die aus Weg-Zeit-Linien bestehen. Die 
Kompatibilititsbedingung, die, wie unmittelbar zu sehen, keine zweiten Ableitungen 
senkrecht zu den Trennungsflichen enthalt, lautet 


ie div v = P| = ¥. (15) 


82 R. von Mises: 


Die zusitzlichen vier Gleichungen aufzustellen, um zu entscheiden, welche Verander- 
lichen oder Ableitungen sich sprunghaft andern kénnen, ist nur moéglich, wenn die 
Zustandsgleichung, die Ziahigkeits- und Warmeleitungsglieder genauer spezialisiert 
werden. Unter iiblichen Voraussetzungen kénnen g, die ersten Ableitungen von p 
und schlieBlich einige der zweiten Ableitungen von v unstetig sein. Beispiele in einer 
oder zwei Dimensionen kénnen leicht angegeben werden. 


5. StoBvorgange*. 


Bisher war nicht die Rede von sog. StoSvorgingen. Es ist wohlbekannt, dab 
Flissigkeitsst6Be nichts mit Charakteristiken oder Trennungsflachen zu tun haben. 
Es wird aber nicht so allgemein beachtet, da Stromungen, die St6Be umfassen, in 
keiner Weise als diskontinuierliche Losungen der Differentialgleichungen idealer 
Fliissigkeiten angesehen werden kénnen; tatsichlich werden sie vollstandig durch die 
Annahme iiber Zahigkeit und Warmeleitung bestimmt. 

Es besteht kein Zweifel dariiber, daB es innerhalb des ,,idealen Falles‘*, in dem 
weder Zahigkeit noch Warmeleitung auftritt, keinerlei Moglichkeit gibt, aus den 
Differentialgleichungen (1) bis (5) irgend etwas abzuleiten, was einen StoB darstellt, 
da bestimmte wohlbekannte Merkmale der StoBvorginge, wie z. B. die Zunahme der 
Entropie im adiabatischen Fall, direkt diesen Gleichungen widersprechen. Wenn wir 
entweder Zahigkeit oder Warmeleitung oder beides zulassen, erdffnet sich ein neuer 
Gedankengang. Wir kénnen unter bestimmten Bedingungen asymptotische 
Lésungen der Differentialgleichungen ableiten, indem wir die Reynoldssche Zahl 
oder die Prandtlsche Zahl gegen Unendlich wachsen lassen, ahnlich wie dies in der 
Grenzschichttheorie geschieht. Diese neuen asymptotischen Integrale fiihren zu 
Str6émungsformen mit Spriingen einzelner der Veranderlichen. Wir werden dies zu- 
nichst unter der iiblichen Voraussetzung der Navier-Stokesschen Gleichungen fiir die 
Zahigkeit und des tiblichen Ausdruckes fiir die Warmeleitung diskutieren; spater 
werden wir untersuchen, welche allgemeineren Bedingungen zuliassig sind. 


Die Gl. (1) bis (5) kénnen in dimensionslosen Verinderlichen geschrieben werden 


dy 1 = 1 1 ; : 
mee + | grad p aa +5 (40 a 3 grad div vy}, 
: 1 de 
div » + ay ae = V, (16) 


ds 1 : 
dh = Gi +. “Bo div grad Ps 


Hierin ist R die Reynoldssche Zahl, P die Prandtlsche Zahl, 7 und S (‘Temperatur 
und Entropie) sind gegebene Funktionen von p und g, und in C, ist die Warmezufuhr 
von auSen und der durch die Dissipation infolge Zihigkeit bedingte Warmegewinn 
vereinigt. Die letzte Gl. (16) ist offenbar eine spezielle Form von (5), sobald 7 und S 
als Funktionen von p und 0 ausgedriickt sind. 

Nun denken wir uns eine willkiirliche Fliche © (x, y, z,t) = 0 im vierdimen- 
sionalen Raum und fiihren ein krummliniges, orthogonales Koordinatensystem ein, 
derart, da eine Schar der Koordinatenlinien aus Normalen N zu © = 0 besteht. 
Die Flache = 0 schneidet den 2-, y-, z-Raum, ¢ = konst., in einer bewegten zwei- 
dimensionalen Fliche ®*, deren Normalen » die Projektionen von N auf den z- y- 
z-Raum sind. Fiir jeden Wert von ¢ ist die Oberfliche @* — konst. die augenblick- 


8 Vgl. R. v. Mises: On the thickness of a steady shock wave, J. aeronaut. Sci. 17 551—555 
(1950). oe 
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liche StoBfront. Jeder Punkt von ©* bewegt sich in der Richtung nm mit einer Ge- 
schwindigkeit 
a /et 
DEES = |grad | ° (17) 


Wir transformieren die Gl. (16) auf das krummlinige Koordinatensystem und fragen 
nach einem Integral folgender Art: Alle Ableitungen, mit Ausnahme derjenigen in 
der. Richtung N, bleiben in endlichen Schranken, wahrend jene in der Richtung von 
N mit dem Parameter R ins Unendliche anwachsen. 


Fiihrt man eine neue Veranderliche « = R N ein und nennt man u die Geschwindig- 
keitsdifferenz (v, — w) und y’ die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zu n, so 
fiihrt eine einfache Rechnung (genau ausgefiihrt in einer Arbeit von G. Ludford)4 
zu dem Resultat: Ein Integral vom verlangten Typus existiert dann und nur dann, 
wenn die folgenden Gleichungen mit der einen unabhingigen Veridnderlichen « eine 


beschrankte Lésung im ganzen Intervall « = — co bis « = + oo besitzen: 
oy’ Agu) 
Soo i te tes te: 
Ou - 3 
ees we Oe ey) ot: (18) 
oT 


, ue 
=PeulU—Q gy + Ou — Cal. 


Hierin ist U die Funktion der inneren Energie entsprechend den gegebenen Funk- 
tionen 7’ (p, 0) und S (p, e) und Q die totale Warmezufuhr bis zu dem betrachteten 
Punkt; c,, c. sind Integrationskonstanten (hinsichtlich «). 


Aus den ersten zwei Gleichungen (18) erhalten wir 


y= konst:, . @u— konsti= m (19) 
und nach Elimination von « aus der dritten und vierten 
uz 
U—QqQ + €yU— Cy 
aT 4 2 
ase — (20) 
Pe u—c, +—— 


Unter der Voraussetzung, daf fiir m, c, und c, solche Werte gefunden werden 
k6nnen, die Zaihler und Nenner von (20) gerade fiir zwei Wertepaare u,, 7’, und wg, 
T., zam Verschwinden bringen, werden diese zwei Punkte in der w, 7'-Ebene singulare 
Punkte von (20), einer ein Sattelpunkt, der andere ein Knotenpunkt, und es existiert 
ein und nur ein Integral, das diese beiden Punkte verbindet, und im Zusammenhang 
mit (18) lings der ganzen a-Achse beschrankt ist. Hierbei entspricht, wenn uw > 0 
der Wert « = — oo dem singuliiren Punkt mit dem gréBeren wu (und dem kleineren 7’) 
und umgekehrt fiir « = + co. Wenn diese zwei Punkte mit 1 und 2 bezeichnet werden, 
lauten die zwei Bedingungen, welche das Verschwinden des Zaihlers und Nenners von 
(20) ausdriicken 

M Cy = MUy + Py = MUz + Po, (21) 


2 
uy be 


mc, =m (Uy + Q, 4 1) L py uy = m (Uy + Q, 4 =) + Do Up. 


Kombiniert mit Gl. (19) sind dies die verallgemeinerten Rankine-Hugoniotschen 
Beziehungen zwischen den Anfangs- und Endwerten bei einem StoB. 


4 G. Ludford: The boundary layer nature of shock transition in a real fluid. Quart. appl. 
Math. (im Erscheinen). 
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In der Literatur der StoBtheorie war es bisher das Ziel der Autoren zu beweisen, 
da® die Beziehungen (19) und (21) notwendige Bedingungen fur die Existenz von 
StéBen sind und einige dieser Beweise, die sich auf die Navier-Stokesschen Gleichungen 
stiitzen, sind sicherlich korrekt. Was wir hier gezeigt haben ist, daB diese Bedingungen 
in einem bestimmten Sinn auch hinreichend sind: Wenn und nur wenn zwei Werte- 
eruppen fiir u, p, e, 7’ existieren, die die Beziehungen (19) und (20) erfiillen, lassen 
die Navier-Stokesschen Gleichungen, erginzt durch die in (16) angegebene speziali- 
sierende Gleichung, ein asymptotisches Integral zu, welches einen kontinuierlichen 
Ubergang von der ersten Wertegruppe zur zweiten innerhalb einer Entfernung von 
der GroéBenordnung 1/R vorsieht. Dieser Ubergang hat die wesentliche Eigenschaft, 
daB etwa im adiabatischen Fall (Q = 0) die Entropie nach dem Ubergang gréBer ist 
als vorher. Daher ist es nicht notwendig, zur Gl. (16) irgendeine Aussage hinzuzufigen, 
die aus dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik hergeleitet ist. 

In dieser Begriindung wird von der in der ersten und dritten Gl. (16) enthaltenen 
Annahme, da8 der Zahigkeitskoeffizient » und der Warmeleitungskoeffizient & fir 
jede einzelne Strémung Konstante sind, kein Gebrauch gemacht. Hine geringfigige 
Anderung von (16) wiirde auf den Fall, daB » und k gegebene Funktionen von p und @ 
oder 7' sind, Bedacht nehmen. Diese Anderung wiirde die Resultate so lange nicht 
beriihren, als die Prandtlsche Zahl P, die zu »/k proportional ist, als beschrankt 
vorausgesetzt wird. Offen bleibt noch die Frage, ob das vollstandige Weglassen ent- 
weder der Zahigkeits- oder der Warmeleitungsglieder immer noch zu denselben 
SchluBfolgerungen fiihren wiirde. Die Antwort ist bejahend in beiden Fallen. Fir 
eine Fliissigkeit mit Zahigkeit allein (k = 0) la8t Gl. (16) ein asymptotisches Integral 
von dem in Rede stehenden Typus zu, mit gegen Null gehendem », und im Fall » = 0 
existiert eine asymptotische Lésung mit k —> 0. Die durch (19) und (21) ausgedriickten 
Bedingungen werden nicht beeinflu8t. Der Ubergangsbereich hat die GréBenordnung 
im ersten und k im zweiten Fall. 


6. Verallgemeinerungen. 


Aus den letzten Bemerkungen ergibt sich eine weitere Frage, die aus verschiedenen 
Griinden von Interesse ist. Es ist klar, da die Existenz von Integralen, welche StoB- 
diskontinuitaten zeigen, durch die Zahigkeits- oder bzw. und Warmeleitungsglieder 
bedingt ist. Man wird jedoch nicht annehmen, da z. B. die spezielle Form der Navier- 
Stokesschen Gleichungen eine notwendige Bedingung fiir das Auftreten solcher 
Integrale ist. Daher kénnen wir fragen: Wie kénnen die Gleichungen in verniinftiger 
Weise verallgemeinert werden, so da sie noch zu StoBphinomenen fiihren? 

Beziiglich der Ausdriicke fiir Warmeleitung diirfte auSer dem bereits iiber eine 
Verdnderlichkeit der Koeffizienten k Gesagten keine weitere Verallgemeinerung von 
Interesse sein, zumindest solange wir uns auf isotrope Fliissigkeiten beschrinken. 
Der Warmeflu8 mu8 wohl proportional grad 7’ und daher der Warmeaustausch in der 
Form div (k grad 7’) angesetzt werden, wobei & von allen Verinderlichen », p, 0, 7’ 
abhangen kann. Dann wiirde sich, wie friiher erwihnt, gegeniiber dem Fall k = konst. 
nichts andern. Falls man es annehmbar findet, daB der Wiarmeflu8 eine allgemeinere 
Funktion von grad 7 ist, so wiire die einzige wesentliche Bedingung, um den Effekt 
zu erhalten, daB diese Funktion fiir grad 7’ = 0 verschwindet und in diesem Punkt 
umkehrbar ist. 

Interessanter ist es, festzustellen, welche Annahmen fiir die Zahigkeit zugelassen 
werden diirfen. Wir setzen von vornherein voraus, daB der symmetrische Tensor der 
Zaihigkeitsspannungen eine Funktion des symmetrischen Deformationstensors def v ist. 
Wenn in tblicher Weise die Spannungskomponenten mit o,, ...,T,,... und die 
Komponenten von def» mit 
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ov 1 / ov 


tue ), a (22) 


bezeichnet werden, kann durch Annahme von zwei Gruppen von Funktionen gy und y 
eine allgemeine Beziehung zwischen den beiden Tensoren ausgedriickt werden: 


Ox = Px (Ons >) pak VYouw ~—s ay Tay = Way (Ea, Sener 2 Vays Le mye 
Natiirlich sind die sechs Funktionen » und y nicht unabhiingig; sie miissen die In- 
varianzbedingungen befriedigen, um den Tensorcharakter der Beziehung zu wahren. 
In erster Linie ist hier an isotrope Fliissigkeiten gedacht. 


Nun finden wir beim Studium der einzelnen Schritte, die zu den vorhergehenden 
Schliissen gefiihrt haben, da die folgenden Einschrankungen fiir die g und yp zur 
Sicherstellung der Ergebnisse hinreichen. Erstens muB jede der Funktionen y,,, ver- 
schwinden, wenn das betreffende y,, — 0 ist, was dasselbe bedeutet, wie daB die zwei 
Tensoren o, t und ¢, y zusammenfallende Hauptrichtungen haben. Zweitens muB 
jede der Funktionen ¢,, y,, y, Null werden, wenn die drei Komponenten «¢,, O53" e; 
der Dehnung gleichzeitig verschwinden. AuSerdem haben wir anzunehmen, daB die 
Gleichung o, = @x (&», .--, Y2y, »--) eindeutig nach e«, gelést werden kann, wenn alle 
é, y auBer ¢, verschwinden. Diese Bedingungen sind hinreichend zur Ableitung von 
StoBbeziehungen von im wesentlichen der gleichen Art wie friiher und um die Existenz 
von entsprechenden Integralen zu beweisen, sobald die StoSbeziehungen befriedigt 
sind. Wenn man jedoch zu beweisen wiinscht, daB die StoBiiberginge nur in einem 
Sinne wirken (unter Entropiezunahme im adiabatischen Fall), mu man die Be- 
dingung hinzufiigen, daB das Skalarprodukt der beiden Tensoren positiv ist. — Ein 
Beispiel eines solchen verallgemeinerten Zahigkeitsgesetzes wurde gelegentlich von 
J. v. Neumann fiir eindimensionale Strémungen in der Form o, = konst. |e,| e, 
eingeftihrt. Hermann Weyl® hat kirzlich eine Verallgemeinerung des StoBproblems 
in anderer Richtung studiert, indem er die Zahigkeits- und Warmeleitungsgesetze in 
der iiblichen Form beibehalt, aber allgemeinere Zustandsgleichungen zulaBt. 


Noch eine Bemerkung zum Schlu8: Ich méchte nicht den Eindruck erwecken, 
daB ich das mathematische Problem, zu dem das Auftreten von StoBfronten fiihrt, 
als gelést betrachte. Ich habe gezeigt, daB unter bestimmten notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen Integrale existieren, die in der Nachbarschaft einer Flache 
den Typus aufweisen, den wir fiir eine StoBfront annehmen miissen. Die Rand- 
bedingungen wurden jedoch nicht in Betracht gezogen. Das vollstandige Problem 
besteht in der Ableitung von Integralen, die verntinftige Randbedingungen erfiillen, 
sich in der Nahe einer StoBfront, wie oben gezeigt, verhalten und sich auBerhalb der 
StoBfront asymptotisch mit R — oo der Strémungsform einer idealen Flissigkeit 
nihern. Die analoge Frage ist im Falle der gewohnlichen Grenzschicht bisher nur fiir 
zwei ganz spezielle zweidimensionale Str6mungen gelést worden, namlich fiir die 
Strémung in einem geraden konvergenten Rohr und die in einem spiralférmigen 
Rohre. Erst in den allerletzten Jahren ist die Aufmerksamkeit der Mathematiker 
darauf gelenkt worden, da hier ein weites Untersuchungsgebiet vorliegt, in dem 
Studium von Differentialgleichungen, deren Glieder héchster Ordnung kleine, in der 
Grenze verschwindende Koeffizienten besitzen. Es scheint jedoch noch zu friih, zu 
versuchen, diese Art von Uberlegungen auf den besonders komplizierten Fall von 
StoBfronten anzuwenden. 


5 J. v. Neumann und R. D. Richtmyer: A method for the numerical calculation of hydro- 
dynamic shocks. J. appl. Physics 21, 232—237 (1950). , 
6 H. Weyl: Shock waves in arbitrary fluids. Communications in Appl. Math. 2, 103—122 


(1949). 
(Eingegangen am 2. Januar 1952.) 
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Turbulence and Silt-Load in Water Channels. 


By E. G. Richardson. 
King’s College, Newcastle-on-Tyne, England. 
With 8 figures. 


Summary. The relation between the theoretical ideas of turbulent eddy-diffusion, and 
conditions in a water-channel are discussed, in particular, the correlation between the flow at 
different points in the stream. In addition, the application of these principles to the distribution 
of silt in a turbulent river is discussed, and practical measurements adduced in support of the 


theories. 


Résumé. Cet article discute les conditions d’écoulement dans un canal au point de vue des 
idées théoriques sur la diffusion turbulente des tourbillons, en considérant particuliérement la 
correlation qui existe entre divers points de l’écoulement. De plus, ces idées sont appliquées au 
probléme du transport de bourbe dans un fleuve, et des résultats de mesure sont cités pour 
soutenir la théorie. 


Zusammenfassung. Die Strémungsverhaltnisse in einem Flissigkeitskanal werden im 
Zusammenhang mit theoretischen Vorstellungen iiber die turbulente Wirbeldiffusion erértert, 
unter besonderer Beachtung der Korrelation zwischen der Strémung in verschiedenen Punkten 
des Stromes. Diese Anschauungen werden ferner auf das Problem der Schlammverteilung 
in einem turbulent stromenden Flu8 angewandt und werden gestiitzt durch die Ergebnisse an- 
gefiihrter praktischer Messungen. 


Theoretical Aspects. 


In the modern theories of turbulence two parameters play an important part; 
(1) the “intensity” of turbulence defined as u’/U, with U the mean flow and w’ the 
root mean square of fluctuation in flow at any point, and (2) the “‘scale”’ of turbulence 2, 
defined as the distance over which the correlation between individual motions falls 
to zero; A may also be called the “mean eddy diameter”’ since the correlation coefficient 
between motions at two points will be near unity if their distance apart is small 
compared to the mean eddy size, and per contra. 


In defining intensity of turbulence we have introduced the quantity wu to mean 
the fluctuation parallel to the direction of flow, but there will be also fluctuations v 
and w perpendicular to this direction. It is the second of these, in the vertical plane, 
that is pertinent to silt transport, since this component may uphold the solid material 
in suspension. In isotropic turbulence wu = v = w but in any case they will be of 
the same order, except very close to a boundary. 


For values of distance « downstream large enough to make the correlation coefficient 


zero, the mean vertical distance Y which a particle has travelled from its origin 
(x = 0, y = 0) is given by 


oy2 oe 
Pe om Shae I 
Writing oe (1) 
U (ay? . a 
9 gp) =? CEO cere y (2) 


t being the time for the particle to cover the distance 2 downstream, we see that 
quantities in eqn. (2) have the dimensions of a diffusion or kinematic viscosity 
coefficient. It is usually known as the eddy-viscosity or eddy-diffusion coefficient 
and written »’. In all respects except for the general drift downstream the vertical 
transport of particles may be regarded as similar to that in molecular diffusion. The 
eddy-diffusion coefficient is, however, much greater than the molecular one and 
may vary from level to level in the stream, 
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If we regard the distance x over which (1) and (2) are operative as being equal 
to A, we have 
we ee € 
he ya Be 
If »’ is constant, (2) indicates that Y2 « x (again for « > 4). 
When silt is introduced into the stream, conditions of equilibrium require that 
its concentration ¢ shall be related to its sinking velocity V by 


Fig. 1. Apparatus for Studying Silt Concentration in a Water Channel. 


Prandtl also O’Brien? relate the mean fluctuations uw and v to the friction between 
neighbouring strata of fluid or to / éU/éy in which 1 is the “mixing length” or mean 
free path of a disturbance in the stream before it mixes into the surrounding fluid. 
So to the extent that the same coefficients are involved in the transport of momentun 
and silt, measurements of velocity gradient transverse to the flow and of silt 
concentration can be used to determine how the ‘‘mixing length’ / varies across 
the section. 

The latter factor is related to the coefficient of eddy-viscosity by the relation 


y = vi. (5) 


Turbulent Diffusion Measurements. 


The general principle of diffusion measurements involves the introduction of 
some form of energy or material at a “‘source’’, which may be a point, line or plane, 
and the study of its subsequent distribution in the fluid. The author? has used dyes 
and K alinske and Pien* benzene for this purpose in water channels (Fig. 1). Schubauer® 
earlier had used a hot-source (heated wire) in a wind tunnel and Sutton® has made 
extensive studies of smoke introduced from a point into the atmosphere. The equation 


1 L. Prandtl: Z. angew. Math. Mechan. 5, 137 (1925). 

2 M. O’Brien: Trans. Amer. geophysic. Union (1933). 

3 E. G. Richardson: Proc. physic. Soc. 49, 479 (1937). 

4 A. A. Kalinske and C. L. Pien: Ind. Engng. Chem. 36, 220 (1944). 
5 G. B. Schubauer: N.A.C.A. Rep. 524 (1935). 

6 O, G. Sutton: Proce, Roy. Soc. (London), Ser. A 146, 701 (1934). 
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for the distributed concentration from a point source of (maintained) strength Q/é in 
isotropic turbulence (w and »’ constant) is; 


mee _ eye +4) 6 

: 4nv'rt ee: | 4y’r @) 
and from a line source; : 

Boh mee 9 7) 

C= | exp. — 559 Oy/|2 Y). (7) 


The latter form is more amenable to experiment since a wire may be coated with 
a dye, then with a soluble gum, and placed athwart the water-channel to act as 
source. After the gum has dissolved away, the dye maintains a saturated solution 
in the vicinity of the wire until it is all used up. The optical density c of the colour 
along lines parallel to the source at various locations downstream is measured by 
a beam of light cast athwart the channel. The eddy-diffusion constant is then estimated 


x 
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Fig. 2a. Variation of Dye Concentration (c) Fig. 2b. Decay of Turbulence due to Gratings. 
with Height (y). Variation of Y? with «. 


by plotting log c against y* for different values of x, that is, of ¢, as the dye diffuses. 
Measurement of the slopes of these lines gives one a measure of v/U [by eqn. (1)]. 
Typical results with the turbulence induced by grids in the channel are shown in 
_ Fig. 2, the intensity of turbulence v, decaying as the fluid recedes from the grids. 

Analyses of the distribution in both these and in Kalinske and Pien’s experiments 
showed that, provided the slope of the channel and positions of the entry and exit 
weirs were adjusted to produce uniform flow (U constant over the section), the 
turbulence was isotropic except near the boundaries and source and the distribution 
of injected matter fulfilled the equations (7) and (6) respectively, in the two sets 
of measurements. This means that the distribution across a section downstream 
of the source followed the normal error curve of Gauss. 


The value of a in a water channel is of the order 0.1, similar in value to that 


of air in the atmosphere. 

In an actual canal, as in the atmosphere near the ground, the turbulence is 
anisotropic for the component velocity fluctuations—v < w and v < u—near the 
bed. Calculation of »’ is then more difficult but not impossible. 


Measurement of Correlations in Water Flow. 


The scale factor 2, as already remarked, is allied to the mean eddy size and also 
to the correlation between the relative phase 0 of motions taking place at A and B. 
lf a series of very regular eddies passed over the observation points so that a 
sinusoidal fluctuation of velocity took place at A and B the correlation coefficient 
would be the “‘power factor” cos 9. Otherwise we can place two hot-wire flow meters 
or two coloured jets in the line of two transverse beams of light at stations 4 and B 
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in the flow and compare on an oscillograph the fluctuations in hot-wire resistance 
or optical density, respectively. The author, also Kalinske, have used the optical 
method. Fig. 3 shows two nearby jets of dye photographed together to show the 
extent to which the motions are similar, while Fig. 4 shows an oscillograph display 
of the potentials across two hot-wires in a water channel (a) with the wires close 
together (b) with the wires 
10cm apart downstream. orgy Sa me Wea 
The measurement of the : ; 
actual coefficient of correlation 
may be done as Taylor’ first 
did by taking the electric cur- 


rents (direct or photo-electric) we on 

from the recording devices at Gore ee 

A and B to an electro-dynamo- ame gf em 
~~ vas = 


meter or electronic valve cir- ee am 
cuit so as to obtain the product 


ene none ml, 


U4 Uz as well as the r. m. s. in- INCHES 
dividual fluctuations uw,’ and | l 5 l 
up’, averaged over the same : [ F j 


interval of time; then 
= Fig. 3. Correlation Between Dye Injections in Water Channel 
R= Malt! eet ee (8) (Kalinske). 
v,-u 
The scale of turbulence 4 may then be defined (in somewhat arbitrary fashion) 
as the distance over which R falls from 1 (A and B coincident) to 0.1. In the author’s 


channel, running at a Reynolds number of 104, 4 is of the order 10 cm (see fig. 5). 


Fig. 4. Correlations Between Hot-Wire Resistance Fig. 5. Variation of Correlation Coefficient 
Fluctuations. with Distance Downstream. 


By equation (3) this makes »’ = 0.25 cm?/sec. (‘The molecular diffusion coefficient 
for this dye in still water is 10-* cm?/sec. and so is obviously negligible.) Measuring 
the corresponding slope of fig. 2 and using the eqn. (2) gives » an 0.3 cm?/sec. 
Kalinske® at Re =: 10° found values of order 4 = 15 cm., v/U = 0.1, » = 8 cm?/sec. 


? Sir Geoffrey Taylor: Proc. Roy. Soc. (London), Ser. A 151, 444 (1935). 
8 A.A. Tea haakiteand E. R. van Driest): Trans. Amer. Soc. Civil Eng. 105, 1547 (1940). 
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from his diffusion experiments; Sheppard® in the atmosphere near the ground 
y = 5 cm?/sec. 

It is of course possible to measure w (or v) directly at points in the stream as 
Macovsky” has done in a water channel by recording the fluctuations (suitably 
amplified) in the resistance of an immersed hot-wire. 


Measurement 
of Silt Concentration. 


The usual method of meas- 
uring silt is to take samples 
out of the stream at various 
stations and different levels 
and to submit them to weigh- 
ing — and also to analysis 
of particle size distribution. 
Fig. 6 is a photograph of the 
apparatus used by the author 
for this purpose, based on 
the absorption suffered by a 
narrow beam of light passing 
through a glass cell about 
10 cm. high containing a small 
quantity of the silt dispersed 
in water. As long as particles 

Fig. 6. Apparatus for Particle Size Distribution. larger than about 3 microns 

are concerned the absorption 

is proportional to the total area presented by the particles. As the latter are 
allowed to settle freely in the water the light passing through the suspension 
can be recorded by the photo-electric current from the selenium oxide cell 
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Fig. 7. Typical Particle Size Distribution for River Silt. 


* P. A. Sheppard: Proc. Roy. Soc. (London), Ser. A 188, 268 (1947). 
10 M. S. Macovsky: U.S. Navy. Taylor Model Basin. Rep. 670 (1950) 
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on the left of the photograph. The rate of change of the current at any instant 
is in fact proportional to the number and surface area of those particles which are 
falling through the light beam at that instant. Since this particular size can be related 
to the depth of the sampling light beam below the free surface of the water in the glass 
cell and the time since sedimentation started by Stokes’ law, it is possible from 
the record of photo-electric current to get the summation curve of the suspension 
in a form like that of Fig. 7, for samples taken out of an English River; numbers 
of particles plotted against size in microns. 

Although in a real river the silt will have a size distribution distributed in this 
way about a mean size, it is better in order to be rid of one variable in laboratory 
experiments to use a graded sand which by 
pre-treatment (through sieving or sedimen- 
tation) is confined to a narrow band of size 
distributed about a known mean, e.g. 0.3 mm. 
with a standard deviation of 0.01 mm. 

With such a graded sand as bed the author 
employed the photo-electric estimation of 
particle number at different levels and 
stations along a tank of running water, 
precisely as indicated in Fig. 1. In such 
an artificial channel beside measurements 
of silt concentration c, the mean velocity U 
at different heights y may be measured. With 
the aid of equations (1) to (4) it is then pos- 
sible to calculate the eddy diffusion coefficient 
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and exhibit its relation to U. For instance, Qe 75 7D a 
Fig. 8 shows these relationships for a bed of log y : 
sand with mean diameter 0.3 mm, showing © Coarse, xmedivm, © tine 


that the trend of U closely follows that of», Fig. 8. Variation of Mixing-length with 
both assuming a nearly constant value in Height (derived from Silt Distribution). 
midstream. Making use of the velocity «+ 
gradient, we can also find how the mixing length / varies with depth, since 
vy’ = P/dU/dy/, the value of »’ being derived from the silt load by eqn. (4). 
This assumes, of course, that the same eddy-diffusion coefficient is involved in 
the two cases, momentum transport and silt transport, but the justification is found 
when one plots logarithmically / (so derived) against y and gets the same straight 
line for three different sizes of sand (except at the extreme end of the curve), Fig. 8. 
Eddy-diffusion theories do not, as Hunter Rouse" points out, explain how solid 
material, usually of greater density than the surrounding fluid can be brought into 
suspension but it is only necessary, as Jeffreys” and Tison' have shown, for some 
water to undermine the bed so that a particle is bathed by a faster flow above than 
below it, for a lifting (Magnus) force to act on it. The ripples in the sand under water 
which usually form when erosion commences have their origin, according to Tison™, 
in pulsating movements in the flow. Bagnold™ has made some careful model 
experiments on the effect of pulsating movements of water in a model canal on the 
sandy bed and found some empirical parameters which determine the critical velocity 


11 H. Rouse: Trans. Amer. Soc. Civil Engr. (1939). 

12 H. Jeffreys: Proc. Cambridge philos. Soc. 25, 272 (1929). 

13 L,, J. Tison: Ann. Soc. sci. Bruxelles 58, 225 (1938). 

4 J,. J. Tison: Ann. Soc. sci. Bruxelles 59, 41 (1939). 

16 R, A. Bagnold: Proc. Roy. Soc. (London), Ser. A 187, 1 (1946). 
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for ripple marks to appear and their wave-length when formed. Once the bed has 
been deformed in this way, it is easy for the concentration of silt near the bed to 
be maintained under the action of the jumping motion (“saltation’’) of particles 
from ridge to ridge. 


It appears therefore that one may safely apply these theoretical ideas of turbulent 
diffusion to silt transport problems. 


Silt Transport in Practice. 


When we seek to apply these theories and laboratory measurements in practice, 
we are faced with the difficulty that so many data must be collected in the field 
before an adequate estimate of the run-off and silt load of a catchment area can be 
estimated, even approximately. 


There is no doubt, however, about the existence of harassing problems for the 
water or harbour engineer. The spectacular and dangerous erosion which takes place 
on the American and African Continents is well-known. In Europe, although erosive 
conditions are not so extreme, because the ground has not been overcropped, yet 
it still behoves the hydraulic engineer to make measurements of run-off and silt 
removal for the area with which he is concerned and to endeavour to reduce the loss 
to a minimum. 


In several stations in the United States the soil conservation service maintains 
experimental projects for this work, in which the run-off is correlated with retained 
soil moisture and with the amount of silt carried in the water that reaches the bottom 
of the slope. At this point a low wall resting on a metal sill runs right across the 
plot and diverts all the water into a large tank. Part of this water overflows into 
a “‘diviser’ formed of an odd number of vertical slots of equal area, of which only 
the silt in the central slot is collected in a circular tank, where it eventually settles 
and can be weighed. The object of the first tank is to catch the heavy particles of 
grit and sand leaving the finer and more valuable—from the agriculturists point 
of view—silt with its intermixed colloidal material. Moisture meters consist of cups 
of clay embedded in the field in which the pressure is changed as the water absorbed 
or given up by the soil changes. 


It has been pointed out by Prothero'® recently that such collecting stations 
might well be set up in Britain and the European Continent in connection with the 
many water storage and hydro-electric schemes now in operation. Unless some 
afforestation of the catchment areas is secured, water running into the reservoirs 
will carry with it much of the surface soil and slowly but surely reduce the capacity 
of the reservoirs, or—if it is not so trapped—will silt up harbours and estuaries. 

Some attempts to measure optically the silt load carried by a river from time 
to time have been made by the author on the River Tyne in England and by Hurst 
on the River Nile in Egypt but have not been continued. Another project considered 
in Egypt is the coagulation of the fine and valuable silt carried in suspension in the 
irrigation channels of the Nile Delta to form clusters large enough to sink to the 
bottom of these slow-moving shallow streams and not be carried off the farming 
land into the main river. To produce the coagulation ultrasonic vibration has been 
proposed but even if the coagulating effect of ultrasonics were not at the same time 
associated with a disruptive effect, it seems likely that the cost of treatment of 
large quantities of silt-carrying fluid with ultrasonics would be prohibitive. 


16 R. M. Prothero: Nature (London) 168, 27 (1951). 
(Eingegangen am 25. September 1951.) 
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Drehzahlmessung, Geschwindigkeitsmessung und DurchfluBmessung 
mit Hilfe unipolarer Induktion’. 


Von H. Hinteregger. 
Physikalisches Institut der Technischen Hochschule Wien. 


Mit 8 Textabbildungen. 


Zusammentassung. Unipolarinduktion als historisch bedingter Ausdruck fir stationdre 
Induktion durch Bewegung. Systematik der Grundeffekte, die hier als Unipolarinduktion be- 
zeichnet werden. Diskussion fir zeitlich veriinderliche Bewegung. Me8Sspannung bei Auftreten 
von Wirbelstrémen. Kritik des Tachometers von Benfield und die Erreichung wesentlich 
gimstigerer Ergebnisse durch systematische Ausniitzung der stationiren Induktion. Erweiterungs- 
moglichkeit des ,,electromagnetic flowmeter’ von Kolin zu einem hydrodynamischen Unter- 
suchungsgeriit. 


Summary. Unipolar induction is explained as stationary induction by movement. A 
systematic treatment of the basic effects of unipolar induction is given. Movements which are 
variable with time are discussed. The measuring voltage as influenced by eddy currents is 
determined. Benfield’s tachometer is critically reviewed, and more efficient devices (which 
are found by applying systematically the principle of stationary induction) are described. 
Possibilities are shown for developing Kolin’s “electromagnetic flowmeter” so that it will become 
a measuring device for hydrodynamical research. 


Résumé. L’induction unipolaire est expliquée comme induction stationnaire causée par un 
mouvement. L’auteur considére le systéme des effets fondamentaux de l’induction unipolaire, 
et il les discute au cas d’un mouvement non stationnaire. Alors, il détermine la tension de 
mesure en considérant les courants de Foucault. Le tachymétre de Benfield est examiné 
eritiquement et des appareils plus efficaces, utilisants systématiquement |’induction stationnaire, 
sont décrites. Enfin, auteur montre qu’on peut développer, et appliquer aux recherches hydro- 
dynamiques, l’«electromagnetic flowmeter», de Kolin. 


A. Systematik der Grundeffekte. 


Die Bezeichnung ,,unipolare Induktion“ bedeutete urspriinglich, daB diese Art 
der Induktion auch durch einen isolierten unipolaren Magnetpol hervorgerufen werden 
kénnte. Bei der elektrotechnischen Anwendung in der sogenannten Unipolarmaschine 
will man mit diesem Wort wohl hauptsachlich andeuten, daB es sich nicht um die 
Gleichrichtung einer Wechselspannung, sondern um die direkte, das hei8t kommutator- 
lose Erzeugung einer Gleichspannung handelt (vgl. FuSBnote 1, 8. 93). 

Im folgenden soll unter unipolarer Induktion allgemein die Entstehung 
elektrischer Felder und elektrischer Stréme zufolge beliebiger, stationarer Be- 
wegung von Leitermaterie durch ein zeitlich konstantes Magnetfeld verstanden 
werden. Die elektrische Feld- und Stromverteilung der Unipolarinduktion stellt 
sich auch in schlechteren Leitern so rasch ein, daB im MaBstab dieser 4uBerst kurzen 
Kinstellzeit fast jede praktisch vorkommende Materiebewegung als 4uBerst langsam 
verainderlich angesehen werden darf. Aus diesem Grunde kann man auch bei zeitlich 
veranderlicher Bewegung den entstehenden Effekt einfach als Aufeinanderfolge 
stationarer Unipolarinduktionszustande auffassen®. 

Die Moglichkeiten, Unipolarinduktionseffekte wirklich zu erzeugen, sind tiberaus 
vielfaltig, wie die folgende Systematik, auf deren. Kennzahlen spaiter Bezug genommen 


werden wird, zeigen mdége. 


1 Die Bezeichnung ,,unipolare“ Induktion wurde nur beibehalten, um eine Neubenennung 
zu vermeiden, obwohl eine andere Benennung, z. B. ,isopolare’’ Induktion oder ,,stationare 
Bewegungsinduktion“ sicher sinnvoller ware. 

2 Ist nicht die Bewegung, sondern das Magnetfeld zeitlich verdnderlich (fir den 
Laboratoriumsraum), dann ist das induzierte elektrische Feld kein Potentialfeld mehr (z. B. 
bei Abb. 3); man kann diese Effektgruppe tiberhaupt nicht als ,,stationare Induktion™ ein- 
reihen, wenn man sich auf das ruhende Laboratorium bezieht. 


Ingenieur-Archiv VI, 2. 7 
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Die primaire Erzeugung des Magnetfeldes kann erfolgen durch 

I. eine permanente Magnetisierung der bewegten Leitermaterie selbst (vgl. z. B. 
Abb. 1), 

fi: auBerhalb der untersuchten Leitermaterie befindliches magnetisches Er- 
regersystem (Permanentmagnete oder Stromwicklungen), z. B. nach Abb. 2, 3, 4, 
5, 6, 7. 

Die Bewegung der Leitermaterie kann sein: 

1. Translation als starrer Kérper (z. B. Abb. 6), 

2. Rotation als starrer Korper (z. B. Abb. 1, 2, 3), 

3. allgemeine stationire Bewegung (z. B. laminare oder turbulente Stromung 
leitender Flissigkeiten) (z. B. Abb. 7), wobei die Leitermaterie (zumindest im 
Fall II) sowohl 

4. nicht magnetisierbar (z. B. Abb. 2 oder 6) als auch 

5. magnetisierbar sein kann. AuBerdem kann das magnetische Erregersystem 

6. im Laboratorium ruhen (z. B. Abb. 2, 6, 7), 

7. im Falle der Translation oder Rotation der untersuchten Leitermaterie an 
dieser Translation oder Rotation als starrer Kérper teilnehmen (z. B. Abb. 3a), 

8. sich selbst unabhangig von der Bewegung der untersuchten Leitermaterie 
bewegen. 

Je nach dem Symmetriecharakter von Geschwindigkeits- und Magnetfeldverteilung 
kann es in fast allen Fallen der obigen Kennzeichnung zu einem 

a) stromfreien oder 

b) wirbelstrombehafteten Induktionseffekt kommen. Wir werden daher a, 
b zu den Kennziffern I, II, 1 bis 8 hinzunehmen. 

Wirbelstréme sind nicht nur fiir das Auftreten von Bremskraften und Brems- 
momenten entscheidend, sondern sie verzerren auch das elektrische Feld. 

Wahrend im stromfreien Fall (a) die MeBspannung zwischen zwei Schleif- 
kontaktstellen A und B einfach gleich 


B 
A 
ist, kann die zwischen A B tatsachlich gemessene Spannung beim Auftreten von 


Wirbelstroémen 
B 


U4» = \({0B] — +i) ds 
A 

(i= Stromdichte, o = elektrische Leitfahigkeit) recht erheblich von dem (auch aus 
der bloBen Anwendung des Induktionsgesetzes erhaltenen) nach Formel (a) errechneten 
Wert abweichen. Naheres iiber die physikalische Erklarung und Giiltigkeit der obigen 
Formeln ist im Anhang zu finden; hier mége nur herausgestellt werden, da8 das 
entstehende elektrische Feld auf jeden Fall ein Potentialfeld ist, so daB im 
Integral fiir die MeBspannung auch bei Anwesenheit von Wirbelstrémen der Integrations- 
weg beliebig gewahlt werden kann. Fiir die Berechnung spezieller Falle der Gruppe b 
ist die Lésung entsprechender Randwertprobleme erforderlich. 

Bisher wurde nur von den Feldern und Strémen der Bewegungsinduktion, nicht 
aber vom Kinflu8 jener Stréme gesprochen, die im bewegten Leiterkérper zufolge 
etwaiger Messung mit einem stromverbrauchenden MeBgerat flieBen. Fiir die 
meBtechnische Anwendung ist die Diskussion dieses Einflusses natiirlich von groBer 
Bedeutung. 

Wenn die bewegte Materie (Festkérper oder Fliissigkeit) ein metallischer Leiter 
ist, dann stort der Stromverbrauch der Spannungsmessung (auch bei Parallelschaltung 
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mehrerer Mefgerate) im allgemeinen die induzierten Potentialfelder und Stréme so 
wenig, dal} die obigen, eigentlich fiir elektrostatische Messung abgeleiteten Formeln 
auch jetzt noch durchaus giiltig bleiben. Solche Unipolarinduktionsanordnungen 
stellen eben eine duBerst niederohmige Spannungsquelle dar, so daf die angeschlossenen 
MeBgerate eine durchaus vernachlassigbare , Belastung dieses ,,Generators‘‘ darstellen. 


Fir schwach elektrolytisch leitfihige Flissigkeiten gilt das soeben Gesagte nattir- 
lich nicht mehr, insbesondere dann, wenn die Kontaktelektroden ziemlich punktformig aus- 
gefiihrt werden. In diesem Falle mu8 der MeSkreis méglichst hochohmig ausgefiihrt werden 
und auBerdem mu8 man polarisationsfreie Elektroden® verwenden, da sonst der induzierten 
Spannung (unterhalb der Zersetzungsspannung) durch die Polarisationsspannung das Gleich- 
gewicht gehalten wird und der aiu®ere MeBkreis tiberhaupt spannungsfrei bleibt (oder zumindest 
unbrauchbare und veriinderliche Spannungen erhiilt) 


fmagnensterbar 
oder nicht magn. 


Abb. 1. Abb. 2. Abb. 3. 


Abb. 1. Permanentmagnet rotiert um Symmetrieachse der Magnetisierung. A und B sind 
Schleifkontakte eines im Laboratorium ruhenden MeB8kreises. 


Abb. 2. Ein magnetisierbarer oder nicht magnetisierbarer leitender Drehkérper wird in einem 
von aufen durch ruhende oder mitgedrehte Erregerwicklungen erzeugten stationiren Magnet- 
feld gedreht. A und B sind Schleifkontakte eines ruhenden MeBkreises. 


Abb. 3. Ein nicht magnetisierbarer Leiterzylinder Z wird gemeinsam mit dem starr verbundenen 
Magneten M gedreht. A, B sind Schleifkontakte des ruhenden MeB8kreises (nach Benfield). 


B. Tachometer. 


Die Anwendung der Unipolarinduktion zur Drehzahlmessung kann in einfachster 
Weise etwa nach dem Prinzip der Abb. 1 erfolgen: ein kleiner, zylindrischer Permanent- 
magnet rotiert um seine Achse und zwei Schleifkontakte A, B fiihren zu einem ge- 
eigneten SpannungsmeBgerat (Millivoltmeter, Mikroamperemeter, Galvanometer), 
dessen Stromverbrauch praktisch keine Rolle spielt (vgl. A). Die MeSspannung 
bei der Winkelgeschwindigkeit w = 2af betragt 


Usp=f-Pa3'. 


@, z bedeutet hiebei den magnetischen Flu8 durch die Drehflache, die entsteht, wenn 
die Verbindungslinie A A’ B um die Drehachse rotiert (A’ entsteht, wenn A radial 
bis zur gleichen Entfernung von der Drehachse wie b verschoben wird). Diese 
Spannung, die der Drehzahl genau linear proportional ist und keine Welligkeit enthalt 
(Rotationssymmetrie der Magnetisierung vorausgesetzt), ist dann am gréBten, wenn 
ein Kontakt auf der Drehachse und der zweite am Umfang in der mittleren Zone 


8 Vgl. z. B. Kolin (I. c.). 
4 Dieses einfache Resultat folgt unmittelbar aus D, Gl. (2), die bereits als (a) auf S. 94 vor- 
weggenommen wurde. 
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gewahlt wird (vgl. Abb. 1, III), da dann ®, , praktisch den vollen Maximalflu8 des 
Magneten bedeutet®. 

Fiir die experimentelle Anwendung sei darauf hingewiesen: 

daB die Verbindungsleitungen von A, B zum Mefgerat vollkommen_beliebig 
gefiihrt werden konnen, da ihre Verlegung keinen Einflu8 aut die MeSspannung 
besitzt, 

da8 der Magnet ohne weiteres in einer Hiilse aus besser bearbeitbarem und fiir 
die Kontaktgabe giinstigerem Material gefaBt werden darf (wobei es fiir die Ver- 
meidung etwaiger Thermospannungen am giinstigsten ist, alle schleifenden Teile 
aus dem gleichen Material herzustellen), 

daB die Kupplung der untersuchten Welle an den Magneten sowohl isolierend 
(z. B. durch einen kurzen, festen Gummischlauch) als auch metallisch leitend aus- 
gefiihrt werden kann, ohne da’ hiedurch 
der Umrechnungsfaktor zwischen MeB- 
spannung und Drehzahl gedndert wiirde, 


Abb. 4a. Abb. 4b. 


Abb. 4a. Leiterzylinder rotiert im Luftspalt eines Topfmagneten. Das Material des Zylinders 
kann sowohl magnetisierbar als auch nicht magnetisierbar sein. A, B Schleifkontakte. 


Abb. 4b. Variante zu Abb. 4a, wobei das Magnetfeld auf das Gebiet der Schleifkontakte be- 

schrankt ist. Zur Unterdriickung von Wirbelstrémen und Steigerung der Spannungsausbeute 

bei Drehzahlmessung ist Lamellierung (in axialer Richtung) sowie Verwendung von ferro- 
magnetischem (weichem) Leitermaterial méglich. 


daB durch Umkehrung des Drehsinnes sofort ermittelt werden kann, ob der HinfluB 
von Thermospannungen iiber die jeweilige MeBgenauigkeit hinausgeht (ist dies der 
Fall, dann liefert der Mittelwert fiir beide Drehrichtungen immer noch sehr genau 
den wahren Wert der Drehzahl, da bei Umkehr des Drehsinnes die Thermospannung 
einmal mit und das andere Mal entgegen der Induktionsspannung wirkt), 

da8 auch bei rascher veranderlichen Winkelgeschwindigkeiten durch ein tragheits- 
loses Anzeigegerat der richtige Zeitablauf des Momentanwertes der Winkelgeschwindig- 
keit aufgezeichnet werden kann, und 

dafi mechanische Bremsmomente lediglich in der Reibung bedingt sind, da keine 
Wirbelstréme auftreten. 

Die beschriebene einfachste Tachometertype nach Abb. 1 kann zwar keineswegs 
physikalische Originalitat beanspruchen, da die Entdeckung des hiebei verwendeten 
Unipolarinduktionseffektes bereits auf Faraday zuriickgeht; sie liefert aber immerhin 
bei wesentlich giinstigerem mechanischem Aufbau einen weitaus héheren MeBeffekt 
als das an der Harvard-Universitat von Benfield® und Mitarbeitern entwickelte 
Tachometer, dessen Wirkungsweise eigentlich als ziemlich ungiinstige Ausniitzung 


° Fir einen ziemlich kleinen Magneten mit © = 6000 Gau8 em? (= 60 Vs) ergibt sich z. B. 
bei blo8 1 Umdrehung pro Minute eine Me&spannung von 1V, bei 3000 Umdrehungen pro 
Minute somit 3mV. Dies ist wesentlich mehr als etwa bei Benfield (1. ¢.) 

6 Benfield: Rev. sci. Instruments 20, 663 (1949). 
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einer Art zeitlich veranderlicher? Unipolarinduktion beschrieben werden kann: ohne 
auf Details hier niher eingehen zu kénnen, sei nur kurz das Prinzip erklart. Ein 
leitender, nicht magnetisierbarer Zylinder (etwa nach Abb. 3) ist mit einem exzentri- 
schen Magneten M starr verbunden (bei Benfield durch einen Kunststoffisolator 
zur elektrischen Isolation, wobei freilich diese Isolation unndtig ist). Die zwischen A, B 
abgegriffene Spannung ist an sich keine konstante Gleichspannung, sondern blo8 
eine unsymmetrische Wechselspannung, deren Gleichstromanteil (zeitlicher 
Mittelwert) durch ein spannungsempfindliches Galvanometer gemessen werden muB, 
da der MeBeffekt auBerst kleinist. Dieser zeitliche Mittelwert ist zwar tatsachlich 
der Drehzahl proportional, die Messung — insbesondere kleiner Drehzahlen — ist 
aber durch die betrachtliche Amplitude des symmetrischen Wechselstromanteiles, 
der auBerdem noch von der Leitungsfiihrung abhiangt, 
erheblich gestért. Dariiber hinaus ist der Aufbau mechanisch 
und festigkeitstechnisch recht ungiinstig (zum Massen- 
ausgleich muB auf der dem Magneten entgegengesetzten 
Seite ein in Abb. 3 nicht eingezeichnetes Messinggegen- 
gewicht angebracht werden). 

Wie der Verfasser experimentell feststellte, funktioniert 
die Anordnung Benfields auch dann, wenn der Magnet M 
gar nicht mitgedreht wird, sondern einfach im Labora- 
torium fest montiert ist. Die MeBspannung ist dann nicht 
nur eine wirkliche, das hei&t konstante Gleichspannung, Abb. 5. Leiterscheibe (ma- 
sondern der MeBeffekt ist sogar wesentlich héher als bei der S8¢tisierbar oder nicht) 

“on : : : : rotiert in axialsymmetri- 
Originalanordnung Benfields, obwohl es sich hier um einen jem Magnetfeld. Wirbel- 
Typus der wirbelstrombehafteten Induktion handelt. Das  stréme bei Abweichung 
Bremsmoment war jedoch in dem untersuchten Fall so von Rotationssymmetrie 
gering, da8 dieser Nachteil durch den wesentlich giinstigeren (4. B. Feldbeschrankung auf 
Aufbau und ungleich héheren MeBeffekt wettgemacht wurde. otal pes wep hagcmias Gene 

: : kénnen durch Lamellie- 

In der Systematik nach Abschn. A entspricht das yung (radial) unterdrickt 
Benfield-Tachometer der Kennzeichnung II, 3, 4, 7, a, die werden. 
soeben diskutierte Variante II, 3, 4, 6, b, die einfache 
Type nach Abb. 1 I, 3, a. Ohne auf nahere Details eingehen zu kénnen, ist wohl 
klar, da8 auch andere systematische Kombinationen nach Abschn. A zur Drehzahl- 
messung verwendet werden kénnen. Hier seien nur noch folgende Typen zusammen- 
gestellt, die auf besonders zweckmaBiger Ausniitzung der Unipolarinduktion beruhen: 

Kin leitender Hohlzylinder rotiert im Luftspalt eines Topfmagneten (vgl. Abb. 4). 
Dies entspricht IT, 3, 4 oder 5, 6, a (nur wenn Magnetfeld genau rotationssymmetrisch, 
sonst b). 

Eine leitende Kreisscheibe rotiert im Luftspalt eines Hufeisenmagneten (vel. 
Abb. 5). Dies entspricht II, 3, 4 oder 5, 6, a (nur wenn Magnetfeld rotations- 
symmetrisch, sonst b). 

Nimmt man eine gewisse Wirbelstrombremsung® in Kauf, dann kann das 


7 Das Magnetfeld ist nicht stationir (vom Laboratorium aus) und somit das elektrische Feld 
nicht wirbelfrei. 

8 Das unter der Bezeichnung ,,Wirbelstromtachometer bekannte DrehzahlmeBgerat beruht 
auf vollig anderer Wirkungsweise: dem Mitnahmedrehmoment eines oder mehrerer, mit der Welle 
mitrotierender Magnete, das diese auf eine um die gleiche Welle frei drehbare Leichtmetallscheibe 
ausiiben, wird durch das riicktreibende Moment einer Spiralfeder kompensiert. Mit der Scheibe 
ist der Zeiger meist direkt verbunden. Zu einem solchen Mitnahmemoment kommt es entsprechend 
obiger Bemerkung itber die Wirbelstrombremsung durch die Abweichung des Magnetfeldes von 
der Rotationssymmetrie. Die Kopplung mit dem untersuchten Objekt mu8 bei Fernablesung 
mechanisch erfolgen. 
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Magnetfeld im wesentlichen auf ein entsprechendes Bereich um das MeBgebiet A B 
beschrankt werden, freilich ohne den gleichen MeBeffekt wie bei rotationssymmetrischer 
Fortsetzung des Magnetfeldes erzielen zu konnen. 


Die GréBe des MeReffektes wird am besten durch die Spannung pro Einheit der 
Drehzahl (U/f) ausgedriickt und kann fiir die stromfreien Typen einfach nach 
U|f =, , berechnet werden, wobei ®, , genau so wie bei dem zu Beginn dieses 
Abschnittes beschriebenen Tachometer definiert ist. Die kraftigste MeSspannung 
wiirde zweifellos nach Abb. 4 erreicht, wenn ein verkupferter Eisenzylinder II, 3, 5, 
6, a durch nicht magnetisierbares Material gelagert wird und durch teilweise Lamellie- 
rung in Axialrichtung Wirbelstromverluste bei nicht rotationssymmetrischem Magnet- 
feld unterdriickt werden. 


©. Messung von Durchflu8mengen und Geschwindigkeitsmessung an Flissigkeiten. 
Zur Erleichterung des Verstandnisses mége zuerst die Geschwindigkeitsmessung 
an einem translatorisch bewegten Festkérper besprochen werden. In Abb. 6 seien A B 


zwei ruhende Kontaktpunkte an den be- 
wegten Leiterkérper. Bei Verwendung 


|-/eilende Hussigkest 


Abb. 6. Abb. 7. 


Abb. 6. Leiterstreifen oder Leiterstab wird durch ein Magnetfeld bewegt. A, B sind Schleif- 
kontakte des im Laboratorium ruhenden MeBSkreises. 


Abb. 7. Eine leitende Flissigkeit str6mt durch ein Isolatorrohr im transversalen Magnetfeld. 
A und B sind Wandkontakte des MeBkreises an die strémende Flissigkeit (Quecksilber). 


eines homogenen, transversalen Magnetfeldes gilt die einfache Beziehung U, , = v Bl 
bzw. v = U/B1, wobei! die Distanz der Kontaktstellen bedeutet, deren Verbindungslinie 
senkrecht zur Bewegungs- und Magnetfeldrichtung stehen mége [Fall IT, 1, 4 oder 
5, 6, (a)]. Die MeBspannung pro Hinheit der Geschwindigkeit U/v = Bl hangt dann 
in gleicher Weise von Magnetfeldstarke und Kontaktdistanz ab und betragt z. B. 


fir B= 1Vs/m? (= 104 Gau8) und 7 = 1cm 10mV pro 1 m/s Geschwindigkeit. 


Der Effekt tritt praktisch in der gleichen Weise auf, wenn nur fiir eine hinreichende Umgebung 
der MeBstrecke AB das Magnetfeld homogen und die Bewegung eine Translation ist. AuBerhalb 
des MeBgebietes kann also beispielsweise das Magnetfeld verschwinden und die Bewegung der 
Leitermaterie irgendwie umgelenkt werden (z. B. bewegtes, endloses Leiterband). ‘ 


j Der Effekt tritt ebenfalls in gleicher Weise auf, wenn die Bewegung nicht stationar ist (vgl. 
diesbeziiglich Bemerkung in A). Verwendet man dann zur Anzeige ein entsprechend tragheits- 
armes Mefgerat (Verstarker-Oszillograph), so kann der zeitliche Verlauf des Momentanwertes 
der Geschwindigkeit aufgezeichnet werden. 


Im Laufe der Verfolgung hier nicht naher diskutierter Anwendungsmdglichkeiten 
der Unipolarinduktion auf magnetische Messungen fiihrte der Verfasser ohne Kenntnis 
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des bereits friiher von Kolin® angegebenen Quecksilber-Magnetometers ein zu Abb. 7 
analoges Experiment an strémendem Quecksilber aus. Hierbei wurden beim ersten 
Versuch einfach in einen Gummischlauch zwei diinne Metallfaden als Kontakte A B 
mit einer feinen Nahnadel eingezogen, wobei bereits mit einem relativ schwachen 
Magnetfeld an einem Zeigeinstrument ein Ausschlag erzielt werden konnte, wenn 
man durch den Schlauch Quecksilber flieBen lie® ; ja sogar beim Hin- und Herschaukeln 
des im Schlauch befindlichen Quecksilbers konnten die Schwingungen an dem ver- 
wendeten Mikroampéremeter beobachtet werden. 

Die ersten Anwendungen der Unipolarinduktion 
fiir Messungen an Fliissigkeiten wurden von Kolin’ 
und anderen fiir Zwecke der Biologie entwickelt, wo 
insbesondere die Leitfahigkeit des Blutes dazu ver- 
wendet wird, um mit Hilfe eines Magnetfeldes und 
entsprechender Elektroden den Zeitablauf des Blut- 
stromes in Adern zu untersuchen. 

Bei der Flissigkeitsstr6mung in einem Rohr von 
kreisf6rmigem Querschnitt nimmt bekanntlich die Ge- 
schwindigkeit von einem Maximalwert in der Rohr- 
mitte nach einer bestimmten Funktion (je nach 
Strémungscharakter verschieden) nach aufBen hin ab 
und ist unmittelbar an der Rohrwand praktisch gleich 
Null. Legt man nun ein konstantes, homogenes magne- 
tisches Transversalfeld an (vgl. Abb. 8), dann wird 
zwischen zwei diametral gegeniiberliegenden Kontakt- Abb. 8. Potentialverteilung bei 
punkten A B der Rohrwand, die im iibrigen aus peso eae eas 
einem Tsolator bestehen muB, eine Spannung ge- ee Mneviatiol da encine 
messen, die nur von der pro Zeiteinheit durch den  wanakontakte an die Flissigkeit. 
Querschnitt beférderten Fliissigkeitsmenge, nicht aber _B’ ist eine méglichst punktférmige 


vom Strémungscharakter abhangt. Potentialsonde im Inneren des 
Querschnittes. Aquipotential- 
linien fiir v = konst. = v strich- 
liert, fir laminare Strémung voll 
ausgezogen. Die Wirbelstrom- 
linien sind nicht eingezeichnet 
(nach Thirlemann, l. ¢.). 


Diese iiberraschende Tatsache wurde sowohl experimentell 
von Kolin und anderen festgestellt, als auch rechnerisch durch 
Thirlemann [Helv. physica Acta 14, 383 (1941)] nachge- 
wiesen und vom Verfasser auch fiir enge Rechtecksquer- 
schnitte experimentell und theoretisch in groBer Annaherung 
als richtig gefunden. 

Dariiber hinaus spielt auch die spezielle Leitfahigkeit der Flissigkeit keine Rolle 
(vgl. Erklarung im Anhang), natiirlich nur solange, als die Belastung durch das MeB- 
instrument vernachlassigt werden kann (vgl. A). Fiir die Stromung durch ein Rohr 
mit Kreisquerschnitt gilt daher unabhangig von der Geschwindigkeitsverteilung 
v=f(r) ‘ 

U ae Bie De B ; D 3 
wobei 
0 Obs i i= DP aid. 


wobei v das Flachenmittel der Geschwindigkeit ttber den ganzen Querschnitt darstellt, 
das natiirlich nur von der pro Zeiteinheit durchstrémenden Fliissigkeitsmenge abhangt. 
Derartige Anordnungen mit Kontaktabgabe an der Rohrwand messen somit grund- 
sitzlich nicht Geschwindigkeiten, sondern DurchfluBmengen pro Zeit- 
einheit. 


9 A. Kolin: Rev. sci. Instruments 16, 209 (1945). 
10 7, B. Kolin: Proc. Soe. exp. Biol. Med. 35, 53 (1936). 
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Da es sich hier auch bei véllig homogenem Magnetfeld zufolge der Geschwindig- 
keitsverteilung um eine wirbelstrombehaftete Induktion handelt, kann die MeB- 
spannung zwischen zwei Kontaktpunkten A B oder A’ B’ nicht einfach aus der bloBen 
Anwendung des allgemeinen Induktionsgesetzes ermittelt werden, sondern es mu 
das entsprechende Randwertproblem gelost werden, das fiir den Kreisquerschnitt, 
rotationssymmetrische Geschwindigkeitsverteilung beziiglich der Rohrachse und 
homogenes Transversalfeld von Thiirlemann (I. ¢.) berechnet wurde und hier nur 
das Ergebnis der Potentialverteilung iiber den Querschnitt hervorgehoben werden 
soll. In Abb. 8 sind vollausgezogen die Aquipotentiallinien fiir laminare Strémung 


2= 29 (1 — =) und fiir konstante Geschwindigkeit strichliert eingetragen, wobei 


vorausgesetzt wurde, da in beiden Fallen die DurchfluBmengen pro Zeiteinheit 
gleich sind. Wie aus Abb. 8 erkenntlich ist, hangen die Potentialwerte an der Rohr- 
wand nicht vom Strémungscharakter ab. Dies nachzuweisen war Zweck der Unter- 
suchung Thiirlemanns, der auch experimentell fiir laminare und turbulente Strémung 
von Elektrolyten bei relativ groBem Rohrquerschnitt diese Aussage recht gut be- 
statigte. Eine Kontrolle tiber die Potentialverteilung im Innern des Querschnittes 
wurde, soweit dem Verfasser bekannt, noch nicht experimentell durchgefiihrt. Der 
Verfasser hat daher diese Frage experimentell und theoretisch untersucht und ins- 
besondere auch die Strémung durch nicht kreisformige Querschnitte, z. B. enge 
Rechtecksquerschnitte, naher studiert. Da hieriiber an anderer Stelle ausfiihrlicher 
berichtet werden wird, soll hier nur hervorgehoben werden, daB nach der Uberzeugung 
des Verfassers bei konsequentem Ausbau dieses Arbeitsgebietes eine Reihe bisher 
nicht in Erwagung gezogener MeBmethoden durchaus méglich erscheinen. 

Wahrend die Unabhangigkeit der Me8spannung vom Strémungs- 
charakter bei Kreisquerschnitten fiir die biologische Anwendung und iiberhaupt 
fiir die reine Durchflu8messung héchst erwiinscht ist, stellt diese Unabhangigkeit 
zugleich eine Unmoglichkeit fiir Aussagen tiber den Strémungscharakter 
dar. Dies gilt jedoch auch fiir den Kreisquerschnitt nur dann, wenn, wie bisher stets, 
die MeBkontaktpunkte an der Rohrwand liegen. 

Wahlt man jedoch als MeS8punkte zwei Stellen A’ B’ im Innern, z. B. nach Abb. 8, 
dann wird die gemessene Potentialdifferenz bei gleicher Durchstrommenge je nach 
dem Strémungscharakter deutlich verschieden ausfallen miissen. Natiirlich ist es 
nicht ganz leicht, einen MeS8punkt im Innern anzubringen, ohne die Strémung durch 
die Fixierung bzw. Zuleitung dieses Kontaktes (welche isoliert erfolgen muB) wesentlich 
zu stéren. Ein qualitativer Vorversuch mit einem diinnen Platindraht, der mit Lack 
isoliert und nur an einer kleinen Stelle im strémungsabhiangigen Potentialgebiet von 
der Lackschicht befreit wurde, hat diese Méglichkeit zumindest grundsitzlich be- 
statigt. Untersuchungen zur Verfeinerung der Methode und ihrer Anwendbarkeit 
auf elektrolytisch leitfahig gemachte Fliissigkeiten sind im Gange. . 

Um Mifverstandnisse zu vermeiden, mége hervorgehoben werden, da8 die zwischen 
zwei eng benachbarten, ideal punktférmig gedachten MeBkontakten A’ B’ entstehende 
Spannung keine Aussage iiber die Geschwindigkeit in dem kleinen Bereich zwischen 
A’ B’ erlaubt, obwohl in diesem Bereich die Geschwindigkeit als homogene Translation 
aufgefaBt werden kénnte. Die genannte MeSspannung ist naimlich integral durch 
die gesamte Geschwindigkeitsverteilung bestimmt; sie kann auch zwischen zwei 
Punkten, an denen die lokale Stromungsgeschwindigkeit verschwindet, ohne weiteres 
einen groBeren Wert besitzen als zwischen gleichorientierten und gleichweit entfernten 
MeSpunkten an Orten groBer Geschwindigkeit. Die Méglichkeit hydrodynamischer 
Untersuchung besteht vielmehr grundsitzlich darin, daB es méglich ist, aus dem 
empirisch ermittelten Potentialfeld (z. B. A an Rohrwand, B iiber den Querschnitt 


Drehzahl-, Geschwindigkeits- und Durchflu8messung mit Hilfe unipolarer Induktion. 101 


verschiebbar). bei bekanntem homogenem Magnetfeld und bekannter Durchflu8- 
menge pro Zeiteinheit quantitativ die Geschwindigkeitsverteilungsfunktion abzuleiten. 


Begniigt man sich damit, blo8 eine Entscheidung iiber die Qualitat der Strémung 
zu finden, dann braucht keineswegs der ganze Querschnitt mit einer Potentialsonde 
abgetastet werden; es geniigt dann, die Me8stelle A an einem Wandpunkt und die 
MeBstelle B an einem geeignet gewaihlten Punkt im Innern zu legen, da der Unter- 
schied der MeBspannungen fiir verschiedenen Strémungscharakter bei gleicher Durch- 
-fluBmenge recht erheblich sein kann. 


Die Schwierigkeit bei Messung durch Potentialabgriff im Inneren liegt vor allem 
darin, das sie wohl fiir stromendes Quecksilber mit Sicherheit und Stabilitat durch- 
gefiihrt werden kann, fiir andere Fliissigkeiten (die durch kleine Zusatze in einfachster 
Weise schwach leitfaihig gemacht werden kénnten) jedoch polarisationsfreie Elektroden 
und eine woméglich elektrostatische (bzw. méglichst hochohmige) Art der Spannungs- 
messung notwendig erscheinen. 


D. Anhang. 


In friherer Zeit wurden Unipolarinduktionsuntersuchungen sehr zahlreich}2 
durchgefiihrt, wobei allerdings das Hauptinteresse auf die qualitative Klarung 
der in Flu8 befindlichen theoretischen Vorstellungen tiber Elektrodynamik konzentriert 
war. Die me8technische Anwendungsmodglichkeit dieser Effekte stand hiebei voll- 
standig im Hintergrund. Nun ist die einst aktuelle Fragestellung iiber Kraftlinien- 
bewegung (moving line theory), ruhenden Ather usw. genau so iiberholt wie etwa die 
Erklarung des Induktionsgesetzes mit Hilfe des ,,Kraftlinienschneidens“. 

Auf der einen Seite haben sich eine Reihe beliebter Modellvorstellungen als un- 
zulainglich oder irrefiihrend herausgestellt, auf der anderen Seite fiihrt die strenge 
Anwendung der eigentlich zustandigen relativistischen Methoden schon bei ziemlich 
einfachen Anordnungen. unipolarer Induktion auf betrachtliche mathematische und 
sogar prinzipielle Schwierigkeiten (abgesehen von wenigen Spezialfallen tibersteigt 
die Problemstellung sehr bald den Rahmen der speziellen Relativitatstheorie). Man 
kann es geradezu als Folge dieser Situation bezeichnen, wenn heute weite Kreise von 
Physikern und Ingenieuren dem Gesamtgebiet der Unipolarinduktionserscheinungen, 
ihrem Verstaéndnis und ihrer meBtechnischen Anwendbarkeit ziemlich fremd gegen- 
iiberstehen. Im Hinblick hierauf soll in der folgenden physikalischen Erklarung der 
Effekte und der grundlegenden Berechnungsansitze ein dkonomischer Mittelweg 
eingeschlagen werden, der méglichst einfache und allgemein gelaufige physikalische 
Vorstellungen in den Vordergrund stellt, ohne natiirlich auf die quantitative 
theoretische Rechtfertigung und Fundierung der angegebenen Resultate in diesem 
Rahmen naher eingehen zu kénnen’. 

Allen in A genannten Moglichkeiten unipolarer Induktion (I, H, 1 bis 8, a, b) 
ist gemeinsam, daB die zwischen zwei Schleifkontaktstellen A B me8bare Spannung 
als gewohnliche Potentialdifferenz 

B 
Ve—Via=—)€ds; C= —gradV (1) 


A 


11 Im Anschlu8 an die experimentellen Entdeckungen Faradays, der selbst bereits sehr 
viele Unipolarinduktionseffekte auffand, unter anderem sogar den Induktionseffekt an bewegten 
Flissigkeiten vorhersagte und im Hinblick auf die damaligen theoretischen Grundlagen geradezu 
erstaunlich gut physikalisch deutete. ' 

12 Vel. Swann: Physic. Rev. 15, 365 (1920); Tate: Bull. nat. Res. Council 4, Part 6, 24, 
75 (1922) und Arbeiten von Barnett (1912), Kennard (1912) u. a. m. 

18 Die entsprechenden wichtigsten Fragen und theoretischen Einwinde werden an anderer 
Stelle noch publiziert. 
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unabhangig vom Integrationsweg iiber die Feldstarke € ermittelt werden kann. Wegen 
der zeitlichen Konstanz des Magnetfeldes mu8 namlich das elektrische Feld 
wirbelfrei, also ein Potentialfeld sein, und zwar ohne Riicksicht darauf, ob Wirbel- 
strome flieBen oder nicht (b oder a). 

Bei stromfreien ruhenden Leiterkérpern kann im Inneren kein elektrisches 
Feld vorhanden sein und die Feldstarke an der Oberflache ist stets senkrecht zu dieser 
gerichtet (normale Elektrostatik). 

Die Bewegung von Leiterkérpern im Magnetfeld besteht jedoch auch fir 
den Fall, da8 keine Stroéme flieBen, jedoch entsteht im allgemeinen ein nicht ver- 
schwindendes elektrisches Feld im Leiterinneren und eine elektrische AuBenfeldstarke, die 
im allgemeinen nicht mehr auf die Oberflache senkrecht steht. Man kann das Entstehen 
dieses elektrischen Potentialfeldes bei den als Unipolarinduktion zusammengefaBten 
Effekten einfach als eine Ladungsumordnung im allgemeinsten Sinn" be- 
trachten, die durch die elektromagnetischen Primarkrafte P,,, = Q [v 8] ausgelost 
wird, wobei die Kraft §8,,, (Lorentz-Kraft) jene Kraft bedeutet, mit der ein Magnetfeld 
der Induktion 8 auf eine mit der Geschwindigkeit » bewegte Ladung Q einwirkt. 

Man erkennt somit eine recht anschauliche Analogie zur gewohnlichen 
elektrostatischen Influenz, bei der die Ladungsumordnung freilich nicht durch 
die Lorentz-Kraft, sondern durch die elektrostatischen Krafte der ruhenden Primar- 
ladungen bedingt ist, mit der diese Primarladungen ohne Anwesenheit der Influenz- 
Ladungsumordnung auf eine im Leiter frei verschieblich gedachte Ladung wirken 
wiirden. Der elektrostatischen Influenz am nachsten kommt somit die sehr vielfaltig 
realisierbare wirbelstromfreie Unipolarinduktion, wo es wie bei der Influenz 
moglich ist, die primaren Krafte (Q [v $]) vollstandig durch eine stationare Ladungs- 
umordnung zu kompensieren. In diesem Fall (a) muB die elektrische Kraft der 
induzierten Ladungsumordnung, Q €,,4, die primare Lorentz-Kraft fiir das gesamte 
Leiterinnere gerade genau kompensieren. Es muf somit bei Abwesenheit von 
Strémen stets die folgende einfache Beziehung fiir das Leiterinnere gelten: 

B 


¢ = — [vy B] fir i=0 U4 p= \ [vB] ds = Vg — Va, (2) 
A 
wie ubrigens auch aus dem allgemeinen Induktionsgesetz bei richtiger Anwendung 
der ,,mitbewegten Integrationswege“ ohne weiteres folgt. 

Dieser besonders einfache Fall der stromfreien Unipolarinduktion, den man geradezu 
als ,,elektromagnetische Influenz‘‘ bezeichnen kénnte, kann freilich nur dann auf- 
treten, wenn ein wirbelfreies Primarkraftfeld ([v 8]) vorliegt; denn die Wirbel eines 
primaren Kraftfeldes konnen grundsatzlich nie durch ein Gegenfeld kompensiert 
werden, das, wie bereits oben betont, als Potentialfeld zwar nicht quellenfrei, aber 
notwendigerweise wirbelfrei sein mu8. Dieser Gesichtspunkt tritt bei der 
elektrostatischen Influenz iiberhaupt nicht auf, da ja dort das primare Kraft- 
feld nicht nur immer wirbelfrei, sondern (natiirlich auBerhalb dieser Primirladungen) 
auch noch quellenfrei ist. Selbst fiir die wirbelstromfreie Unipolarinduktion 
(elektromagnetische Influenz) ist jedoch z. B. bereits in den einfachen Fallen der 
Abb. 1, 2 das Primarfeld nicht quellenfrei und somit auch das Gegenfeld © der 
induzierten Ladungsumordnung. Aus diesem Grunde wurden auch z. B. in Abb. 8 
(dies ist auBerdem Fall b) nur die Aquipotentiallinien, nicht aber die elektrischen 


1 Das heif’t sowohl Makroumordnungen der Ladun » Wi i auti 
trennung durch elektrostatische Influenz, als auch Mibbonstiosdaaneemeeet ae 
elektrischen Polarisation, die bewegter magnetisierter Leitermaterie deswegen zukommt, weil 
jeder bewegte Trager eines magnetischen Momentes als elektrischer Dipol erscheint (ahnlich 
wie jeder bewegte elektrische Dipol ein magnetisches Moment besitzt) 
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Feldlinien (Kraftlinien) und die Erregungslinien eingezeichnet, deren physikalische 
Diskussion zwar recht interessant ist, aber hier zu weit fiihren wiirde. 

In allen Fallen, bei denen das primare Feld der Lorentz-Kraft ({v 8]) nicht wirbel- 
frei ist, wird es daher neben der Ladungsumordnung auch zu Wirbelstrémen 
kommen. 

Fir den haufig auftretenden Fall der Rotation eines starren Drehkérpers 
um seine Symmetrieachse hingt die Bildung von Wirbelstrémen nicht etwa davon 
ab, ob das Feld homogen ist, sondern lediglich davon, ob das Magnetfeld beziiglich 
der Rotationsachse symmetrisch verlauft. 

‘oBr oB OBez 
| Jp = 0 ag = 9 (By = 0), 35 = 0.) 
Kin noch so stark inhomogenes Feld ist also an sich keine Ursache fiir Wirbelstréme, 
vi nur die Rotationssymmetrie beziiglich der Drehachse gewahrt bleibt (vgl. z. B. 
bb. 2). 

Fiir die meBtechnische Ausnutzung wird man unter sonst gleichen Bedingungen 
die wirbelstromfreie Art der Unipolarinduktion natiirlich vorziehen, da dann keine 
Joulesche Warmeentwicklung bzw. kein elektromagnetisches Bremsmoment entsteht 
und weil auSerdem die rechnerische Ermittlung des Zusammenhanges zwischen 
Me8spannung, Magnetfeld und Bewegung von der einfachen Gl. (2) ausgehen kann. 

Im Gegensatz hiezu mu8 in allen Fallen wirbelstrombehafteter Unipolar- 
induktion der Einflu8 der Stréme beriicksichtigt werden. Die elektrische Feldstarke 
fiir das Innere und die Spannung zwischen zwei Schleifkontaktpunkten A B ist dann 

B 


€=—{ws]—<il, Uss—\(B]—Fi)=Ve—Vs, (8) 
A 


1 
o 
wobei t die Leitungsstromdichte und o die elektrische Leitfahigkeit bedeutet. Das 
elektrische Feld ist auch hier, wie bereits betont, wieder ein Potentialfeld. Es kann 
sozusagen nur der wirbelfreie Anteil des Primarfeldes ({v 8]) durch Ladungs- 
umordnung kompensiert werden, wahrend die Wirbel des primaren Kraftfeldes 
nach MaBgabe der Leitfahigkeit des Materials ein Wirbelstromfeld hervorrufen. 


rot i= orot [v 8]. (4) 


Da diese Wirbelstroéme der Leitfahigkeit proportional sind, die Abweichung der 
tatsachlichen Spannung (3) von den ohne Beriicksichtigung der Wirbelstréme nach (2) 
oder der bloBen Anwendung des Induktionsgesetzes iiberschlagenen Werten lediglich 
von dem Quotienten at abhangt, ergibt sich, daB die MeBspannung Uy xz auch 
bei Anwesenheit von Wirbelstromen unabhangig von der Leitfahigkeit des 
Materials ist (natiirlich wieder unter Voraussetzung vernachlassigbarer Belastung 
durch das MeBgerat)?*. 


1 Das hei®t es kommt zur Ausbildung einer réumlichen Dichte der sog. ,,freien“’ Ladung 
innerhalb des Leiters. Diese braucht zwar keineswegs zugleich eine ,,wahre“ Ladungsdichte 
bedeuten, kann es jedoch (z. B. im Falle der Rotation eines nicht magnetisierbaren Leiterzylinders 
im homogenen Axialfeld, wie dies der Verfasser in einer hier nicht mitgeteilten Rechnung auch 
in durchaus verninftiger Ubereinstimmung mit den Folgerungen aus einer von Trocheris an- 
gegebenen Behandlungsweise rotierender Bezugssysteme gefunden hat, die natiirlich, wie nicht 
anders zu erwarten, iiber die hier nicht mehr zustindige spezielle Relativitatstheorie hinaus- 
geht). (Trocheris: Electrodynamics in a Rotating Frame of Reference. Philos. Mag. J. Sci. 
Ser. 7, 40, No. 310, 1143, Nov. 1949.) 

16 Die Richtigkeit dieser Behauptung wurde vom Verfasser unter anderem bei Rotation 
verschiedener Materialien in einem nicht rotationssymmetrischen Magnetfeld experimentell 
bestiatigt gefunden. Eine weitere Bestitigung stellt das a. a. O. beschriebene Verhalten des 
elektromagnetischen DurchfluBmessers dar, 
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Der auf 8. 97 erwahnte Fall, daB die magnetische Feldverteilung fiir das 
ruhende Laboratorium nicht station4r ist, wird beispielsweise bei dem von Benfield 
angegebenen Tachometer (vgl. Abb. 3) realisiert. Ein anderes Beispiel hiefiir ist 
die Torsionsschwingung eines Stabmagneten an einem elastischen Faden u. a. m. 
Zufolge der zeitlichen Veranderlichkeit des Magnetfeldes (fiir das Bezugssystem des 
Laboratoriums) gelten die fiir die stationare Induktion erlauterten Ergebnisse hier 
natiirlich nicht mehr. Es ist zwar nach wie vor div € = — div [vy 8], aber das 
elektrische Feld. ist wirbelbehaftet (also kein Potentialfeld): 

as 
Auch die Bedingung fiir das Auftreten von Wirbelstrémen lautet jetzt anders, da 
ihre Wirbeldichte durch 
roti = o (rot [vB] — 5) (6) 
gegeben ist. 

Die Anwendung auf die Rotation von Festkorpern um eine ruhende Achse ergibt 
mit den selbstverstandlich erfiillten Voraussetzungen div» = 0, div 8 = 0 unter 
Beniitzung einer bekannten vektoranalytischen Umformung 


os ). (7) 


rot t = o(Bgrad v =e red Bia 
Handelt es sich z. B. um einen Permanentmagnet, der mit der Winkelgeschwindig- 


keit w gedreht werden mége, dann kommt es zu keinen Wirbelstrémen, selbst wenn das 


Magnetfeld beziiglich der Drehachse grob unsymmetrisch ist. Fir — = darf namlich 


(in Zylinderkoordinaten) fiir diesen Fall in unserer primitiven Theorie + ( a 

ae. age gesetzt werden, wahrend die Zusammenfassung der beiden restlichen 
Glieder aus Gl. (7) gerade einen entgegengesetzt gleichen Summanden liefern. Das 
Ergebnis steht auch im Hinklang mit Erfahrungen an schwingenden Permanent- 


magneten wu. a. m. 


b 


Die hier gegebene kurze Zusammenfassung der physikalischen Berechnungsgrund- 
lagen und der einfachsten Vorstellungen erschien deshalb unerlaBlich, weil die 
Literatur tber Unipolarinduktion nicht nur sehr weit verstreut ist, sondern auch 
vielfaltige Widerspriiche aufweist. Diese Widerspriiche beziehen sich wohl sehr 
haufig nur auf Quasiprobleme der individuell bevorzugten theoretischen Fragestellung, 
betreffen aber auch eine Reihe durchaus experimentell kontrollierbarer Aussagen. 
Im Interesse der Kiirze und der Verstandlichkeit fiir weitere Kreise wurde daher das 
Hauptgewicht auf eine méglichst leicht verstandliche Erklirung gelegt, ohne daB 
freilich der Behandlung aller jener Effekte Platz gegeben werden konnte, die nach 
der Uberzeugung des Verfassers von untergeordneter Bedeutung fiir die Praxis der 
meBtechnischen Anwendung sind. 


Ich méchte nicht versiumen, dem Verband der Freunde der Technischen Hochschule 
in Wien fiir eine finanzielle Unterstiitzung dieser Publikation, sowie meinem verehrten 
Lehrkanzelvorstand, Herrn Prof. Dr. F. Regler, fiir die groBziigige Erméglichung meiner 
eigenen Arbeiten zu-danken. Herzlichster Dank gebiihrt auch Sr. Magn. Prof. 
Dr. L. Flamm, der sich trotz seiner starken Inanspruchnahme an meinen Arbeiten 
in liebenswiirdiger Weise interessiert zeigte. 


(Hingegangen am 4. Juli 1951.) 
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Spektrographische und elektronenoptische Kenngréfen 
bei Richtungsdoppelfokussierung. 


Von H. W. Franke, Wien. 
Mit 2 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Massen- und Geschwindigkeitsdispersion, Neigung der Auffangebene 
und Gré8e des Offnungsfehlerscheibchens bei Richtungsdoppelfokussierung werden als Funktionen 
der bei der Reihenentwicklung der Felder auftretenden Koeffizienten angegeben. Die Bedingungen 
fir Richtungsdoppelfokussierung, Geschwindigkeitsfokussierung und fiir erweiterte Richtungs- 
doppelfokussierung werden als Beziehungen zwischen diesen Koeffizienten angeftihrt. Auf eine 
Fokussierungsméglichkeit zweiter Ordnung wird hingewiesen. 


Summary. Mass and velocity dispersion, as well as the inclination of the collecting plane, 
and the size of the apertural error disk, are given, for directional double-focusing, as functions 
of the coefficients which result from expanding the fields into a series. The conditions for 
directional double-focusing, for velocity- and extended directional double-focusing appear as 
relations between these coefficients. Finally, a possibility for second-order focusing is shown. 


Résumé. La dispersion des masses et des vitesses, la pente du plan collecteur, et la grandeur 
du disque du défaut d’ouverture, sont donnés, pour la focalisation & deux directions, comme 
fonctions des coefficients qui résultent du développement en série des champs. Les conditions 
pour focalisation & deux directions, pour focalisation des vitesses, et pour focalisation & deux 
directions étendue, paraissent comme relations entre ces coefficients. Enfin, on indique une 
possibilité de focalisation du second ordre. 


1. Einleitung. 


Die Verwendung von Massen- und Geschwindigkeitsspektrographen ist standig 
im Steigen begriffen. Damit wachsen aber auch die Forderungen, die an die Leistungs- 
fahigkeit dieser Apparate gestellt werden. Es hat sich als vorteilhaft erwiesen, von 
den friiher verwendeten Feldern (homogenes Magnetfeld, Feld des Zylinderkondensators) 
zu allgemeineren rotationssymmetrischen Anordnungen tiberzugehen, worauf erst- 
malig Glaser hingewiesen hat. Seine Feldanordnungen gestatten es, auch Teilchen 
zu fokussieren, die aus der Ebene des Hauptkreises austreten und bisher ungenutzt 
blieben. Daraus resultiert eine beachtenswerte Intensitatssteigerung. Dieser Fall 
der ,,Richtungsdoppelfokussierung’ wurde in einer kiirzlich erschienenen Arbeit? 
weiter untersucht, die dafiir charakteristischen Groen, wie Massen- und Geschwindig- 
keitsdispersion, giinstigste Lage der Auffangebene usw., wurden angegeben, und 
zwar als Funktionen einer das Feld beschreibenden Gro8e Q@ und deren Ableitungen 
am Hauptkreis. Es ist dadurch erméglicht, fiir beliebige rotationssymmetrische Feld- 
anordnungen die charakteristischen GréBen anzugeben, da @ fiir jedes Feld bestimmt 
werden kann. Mehr ist man jedoch daran interessiert, umgekehrt die Felder nach 
den gestellten Anforderungen einzurichten, also etwa die gewitinschte Dispersion 
vorzugeben und daraus die dafiir notwendige Feldzusammensetzung zu berechnen. 
Diesem Zweck ist die beschriebene Form der GréBenangabe noch nicht angepaBt; 
ihm wird es mehr entsprechen, die von Glaser empfohlene Reihenentwicklung der 
Felder vorzunehmen und die GréB8en als Funktionen der darin vorkommenden 
Koeffizienten darzustellen. Dies geschieht in der vorliegenden Arbeit. Allerdings 
wurde eine Spezialisierung vorgenommen, um die Formeln nicht zu unhandlich er- 
scheinen zu lassen: es werden nur beziiglich der Hauptkreisebene symmetrische Felder 


1 W. Glaser: Richtungsdoppelfokussierung von Elektronenbahnen in inhomogenen elektrisch- 
magnetischen Feldern. Osterr. Ing.-Arch. 4, 354 (1950). 

2 H. W. Franke: Richtungsdoppelfokussierung geschwindigkeits- und massenabweichender 
Teilchen in rotationssymmetrischen elektrisch-magnetischen Feldern. Osterr. Ing.-Arch. 5, 


371 (1951). 
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betrachtet. Dabei ergibt sich eine Fokussierungsméglichkeit zweiter Ordnung, fir 
die die Bedingungen angefiihrt werden. 

Die vorliegende Arbeit schlieBt sich unmittelbar an die schon erwaéhnte Arbeit 
des Verfassers? an; die nicht niher erlauterten Abkiirzungen sind hier im selben Sinne 
wie dort zu verstehen. 


2. Reihenentwicklung der Feldkomponenten. 


Es sollen nun die Feldkomponenten der magnetischen Induktion B, und B, in 
Reihen nach r — 7,/r, und z/ry entwickelt werden, wie dies etwa von Shull und 
Dennison® beschrieben wurde. Sie hingen durch die Gleichungen rot 8 = 0 und 
div 8 = 0 zusammen. Beriicksichtigung der Symmetriebedingung B, (r, z) = B, (r, 
—z), die das Verschwinden der ungeraden Potenzen der Reihe verursacht, fiihrt 
zum Ansatz 


B, = By|1— «7 p(7 2)" ()" 4 o,(2)+0,75% (Z)+.. J]. (1) 


To To To To 
Fir B, lautet die Symmetriebedingung B, (r, z) = — B, (r, — z) und die Entwicklung 
ist daher 
B, = BD," + D, (=) 4D, (=) + 7,2 +d. 27 + 
r et a a Eel Na 3\ ry ) 47, 57 
z (r—T, \2 zg \3 
BoE (he DEI. : 

Durch Anwendung von rot 8 = 0, 

Che bye 

a Or 0; (3) 


und Koeffizientenvergleich erhalt man 


Dy= a, Dy= 28, 2D, = Se SS (4) 
Verwendung von div 8 = 0, 
~~ (r B,) +r2 B,=0, (5) 
liefert die Koeffizienten 
D,=D,=D,=0, O1= F-fB, C,=—ZF—B+3y. (6) 
Daher sind die endgiiltigen Reihenentwicklungen 
i en ce rset resent be rt 
amar ot diaredtos ao! ) 
B, (r,2) = Bo| w Z 2 Fear <5 3y (ey = 
(3 | B 3y) (=) +... (8) 


Auf analoge Weise ergeben sich mit Beachtung der Feldgleichungen rot € = 0 
und div € = 0 und den Symmetriebedingungen ZH, (r, 2) = HE, (r, — 2) und £, (r, z) = 
= EH, (r, — z) die Reihen fiir die elektrischen Feldkomponenten 


3 F. B. Shull und D. M. Dennison: The Double Focusin Beta-R S i 
: - S t; 3 ; 
Rev. 71, 681 (1947); 72. 256 (1947). ae sunita cy 
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EB, (r,2) = Bo|(a — 1) 2 (a— 2-1)" = 4 @—b + 8¢—1) ("PZ + 


" | To 
pies dere (9) 

Barada mtn v0) l(a (2 
—(a—b—804+1) 2 4... (10) 


3. Spektrographische und elektronenoptische Kenngréfgen, Bedingungsgleichungen fiir 
Richtungsdoppelfokussierung. 


Nun sollen die in der Arbeit von Glaser! und in der des Verfassers? angegebenen 
Feldbedingungen als Beziehungen zwischen den Feldparametern und die fiir Ge- 
schwindigkeits- und Massenspektrographie charakteristischen GréBen als Funktionen 
von diesen geschrieben werden. Das hat den Vorteil, da man stets die Zahl der noch 
frei wahlbaren Parameter iibersehen kann. Da die Feldgleichungen rot § = 0, 
div 8 = 0, rot€ = 0 und div € = 0 bereits beriicksichtigt sind, stehen zunichst 
alle Parameter zur Einrichtung des Feldes zur Verfiigung. Man kann das Feld so 
vielen Bedingungen anpassen, als Parameter vorhanden sind. 

Es sei an die Definition von Q erinnert: 


pr we 
Q=np-——> (11) 


wobei » die Winkelgeschwindigkeit um die z-Achse bedeutet und gegeben ist durch 


Hea ge E tte — FM rat) : 
dann gilt 
rT=Q, 2=Q,. (13) 
Die Feldbedingungen fiir den Hauptkreis lauten 
Q, = 9, (14) 
Q.=0. (15) 
(15) ist im angenommenen Symmetriefall stets erfiillt, (14) gibt die Beziehung 
9 Ly + 7&1 Bo — we 1 = 9 (16) 


oder mit Einfithrung von x, dem Verhiltnis zwischen magnetischer Kraft und 
Zentrifugalkraft 


rae e@ore Bo ~~ By (17) 
Mp To Bo a) 
Bort oa etl i, (18) 


“| Mo Ty Oo” 


Die erste Bedingung fiir Richtungsdoppelfokussierung 


ist aus Symmetriegriinden immer erfiillt. Die zweite Bedingung 
Qrr == Q:. (20) 
erhalt die Gestalt 
w—4x%+4+4+2axn—2a—20x=0. (21) 


Der Fokussierungswinkel ist dann gegeben durch 


2 
pram V soo (22) 
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Die Geschwindigkeitsdispersion einer Anlage mit Richtungsdoppelfokussierung ist 


2—x To Aw 93 
Dy = 4a 52 cosd Wy ~ (23) 


Fir 6, den Neigungswinkel der Auffangebene gegen die Ebene y = Yr gilt Bs 
Beschrankung auf erweiterte Richtungsdoppelfokussierung wie bei der Arbeit?) 


% 2 ait Ales 
ee |e llx-+1 ax + 
2 (% — 2) - \ 
ee [3x2 — 12% +12 + 300%? —4ax—2(pu bu + 6))). (24) 
cos Wp : y 
7 aw cas” Mo p 


CL 
fy 4m 


Abb. 1. Abhangigkeit der Geschwindigkeits- Abb. 2. Abhangigkeit der Massendispersion von 
dispersion von der Verhaltniszahl x. der Verhialtniszahl x. 


Die Massendispersion ist 


4 tT) Am 
Dn= w—2x+2 cosd’ m’ (25) 
wobei 
' ee eS, 
184/20 — 2 — 4 tan—a— amt 
2 
e 0 —2n 42 [3 x2 — 12% +124 302 —4ax—2(Bx—bx +b)]}. (26) 


Die Bedingung fiir Geschwindigkeitsfokussierung lautet 
eee (27) 


Dieser Wert von x ist nattirlich fiir Geschwindigkeitsfokussierung unbrauchbar, da 
dann D,, = 0 wird. 


Bedingung fiir Richtungsdoppelfokussierung in einem Bereich von m, das der 
Grundmasse m, benachbart ist, kurz ,,erweiterte Richtungsdoppelfokussierung“ 
-genannt, ist im Falle der Geschwindigkeitsspektrographie 


3x? — 267 + 60x — 40 — 2axv+ 6ax—4a4+ 60x38 — 
— 2205+ 160+ 8(Bx—bxz+b)(2—x)=0, (28) 
im Fall der Massenspektrographie 
224 — 8x3 + 19 x2 — 386% + 28 4+ 2ax®— 6ax? + 
+ 6ax—2a—2ax8+ 1202 — l4axn—8 (Bx —bx +b)=0. (29) 


Die Verbindungsgerade der Fokussierungspunkte erster Ordnung liegt im betrachteten 
Symmetriefall stets in der Ebene z = 2p. 
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4. Fokussierung zweiter Ordnung. 


Zur Berechnung des Offnungsfehlerscheibchens miissen die Gréen zweiter Ordnung 
berechnet werden. In der zugrunde liegenden Arbeit? wurde angenommen, daf alle 
Teilchen den Anfangspunkt r =r, 2 = 0, y = 0 mit derselben Geschwindigkeits- 
komponente v = 7), in Tangentenrichtung an den Hauptkreis durchlaufen, auch 
wenn sie noch zusatzlich eine dazu senkrechte Komponente besitzen, also von diesem 
Punkt auseinandergehen. 


Nun sollen diese Fehler zweiter Ordnung auch unter einer anderen Anfangsbedingung 
betrachtet werden. Es sei angenommen, da alle Teilchen den Anfangspunkt mit 
derselben Absolutgeschwindigkeit ry, durchlaufen, so dai also die Komponente 
in Richtung der Tangente an den Hauptkreis ry «, cos |/ 0? + @ ist oder — mit 


Vernachlassigung der GréBen dritter und héherer Ordnung — 1, w(1 ~ #5) . 


Der Offnungsfehler ist bestimmt durch r (¢) und z (t) an der Stelle y = yp. Dazu 
wird zunichst 7’ =t(yp) zu ermitteln sein®, und zwar genau in Groen erster 
Kleinheitsordnung; groBere Genauigkeit wird nicht benétigt, wie man spater sehen 
wird. 

Als Ausgangsgleichung dient (12). Entwicklung in eine Taylorsche Reihe gibt 


. y/ | 
Vir =r +m = Wy + Qarg@rr' 
2=>% . 


Fir r, und z,, die Abweichungen erster Ordnung von der Grundhauptbahn, gilt 


2 Wo 
227° L241 ii 


Pe are (30) 


r= 808 gin wi, y= 220? gin wt; (31) 
« ist definiert durch 
oo = Qrr = OF (32) 
Daher wird 
. 1 Q n§ Ne gues 
P= Oo + (gr Pr + ang Pe — 2eqQ) sin at (33) 
oder 
y=o,+ Kaosin«t (34) 
mit der Abkirzung 
1/1 e n_ §& 
K=—(54 “ eae iro " Sas 2-0» 0). (35) 
Der nach der Zeit ¢ erreichte Winkel ist 
t 
A K 
y=\pdt=at — 7 (cos x«t — 1). (36) 
0 
Nach der Zeit :: 
t= T= —2— (37) 
(03 x 
ist der Winkel y = yp erreicht, denn dann ist 
cos « t =-cos (x -- 2K) = — cos2K = — 142 K?, (38) 
daher be 
p(T).= ee SO SS 2 aR (39) 


4 Dieser Fall wurde von N. Svartholm in einer wahrend der Korrektur zuginglich gewordenen 
Arbeit auf Grund einer anderen Methode untersucht; N. Svartholm, Ark. f. Fys. Bd. 2, 


Nr. 20 (1950). 
“ 5 Zeit T wurde bereits in der erwahnten Arbeit? angegeben, doch konnte dort die Be- 


rechnung aus Platzmangel nicht gebracht werden. 
Ingenieur-Archiv VI, 2. 8 
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Damit kénnen die Abweichungen erster Ordnung zur Zeit 7’ angegeben werden 


: 2K 2 K 

r, (2) = 72208 gin a (AS) = TOSOe, (40) 
Ss 2K 2 K 

ai es Se sin «(= — = = —_ ; (41) 


Nun miissen die zweiten Naherungen r, und z, berechnet werden. Dazu wird die 
Reihenentwicklung von (13) auf GréBen zweiter Kleinheitsordnung erweitert. Man 
erhalt fiir r, (vorlaufig noch ohne Beriicksichtigung der Symmetrie hinsichtlich der 
Hauptkreisebene) : 


: 1 1 ro | 
y= Qi ie) = Creel Y “ie Oral s zy uiz J Vrae 2” a (2 3 “ By ane To we) (e” oe (42) 


Einsetzen von (31) ergibt 


x 1 22g? 2m200 
To=QrrTe r 9 Qeys “ = “ sin? x t Orr: ” os ae sin? xt mre 
1 2 2 £2 : 
A Orage sin? ot + (1% B, — ry wee) (8 +2). (43) 
Mit den Abkiirzungen 
WS aay p 
Ky a (Ore 1206 Gea eS eae), (44) 
roe oe 5. 
K3=— SS KO?) pox 72060). © Oe (45) 
Tr cs 4 
De (te By— 1 wo?) (or Ly (46) 
erhalt man die Differentialgleichung fiir 7, und nach analoger Rechnung auch die 
ila yee te ers — KG sim? ot— b= 0, (47) 
Z+ 082, — K, sin? at = 0. (48) 


Losung der ersten Gleichung ist: 


= 


‘ 1 oe K 
Tr, = C,sin «t + C, cos at + 3—_ sin’ at + —{ cos? at — 353 


Die Konstanten bestimmt man aus den Anfangsbedingungen, dai zur Zeit ¢t = 0 
ro = 0 und 7, = 0 sein sollen. Man erhalt 


L 
cost xt +- a (49) 


Pp 166 VS; 
C1 = 0, C,= at Qos oe (50) 


Die den Anfangsbedingungen angepafte Losung ist daher 
ee ‘ 2 = 
T= 3,2 (— 2cos at + sin* xt + 3 cos* xt — cost at) — [=r (cos ot — 1) (51) 


oder nach einigen Umformungen 


Dill ES Aa : L 
a= 3 5a (— 2cos «¢ + cos? at + 1) — 2 (cos at— 1). (52) 
Auf ahnliche Weise wird 
K 
2 = 32 (— 2cos at + cos*at + 1). (53) 
Zur Zeit T aus (37) gilt 
a gee” 4K 
(T=. +27, 2 (Se 5 
Somit ist Rae ne : ss i 
Re =r, (P) +1, (1) = =k K 4 A gE (55) 
ON ies 
Ze = 24 (T) + q(T) = MO’ x 4 A ee (56) 
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Die endgiiltigen Ausdriicke fiir die Abweichungen zweiter Ordnung vom Hauptkreis 
an der Fokussierungsstelle sind daher 


R* = (2 N Wo ys aoe T> i ae ee Oren) @ be 


2 0a 
2 hoe Sis 10 yy oe Fo. \ "sa 
i is 2) Qanxt ' On x2 a a (57) 
(4 @ 4a" 4 r 
Z* — ess oy ae Farad = salle Sa a ben 0. (58) 


Als Funktionen der Entwicklungskoeffizienten erscheinen diese Gleichungen in der 
Gestalt (wobei nun wieder die Symmetrie hinsichtlich der Hauptkreisebene beriick- 
sichtigt wird) 


4 . 

RY = Fa ae (180 ee ee 
—4a0+4axn4+8(Bx—bx+h)] eo? + [9x3 — 2422+6x%+124 
+ 12 02%— 16ax — 8(Bx —bx + b)]C}, (59) 
4 

Z* =- — =z agi aar. {3x3 — 12224 22% — 16+ 4ax—4a—4a024+ 
+4ax+8(Bx—bx-+bd)}o. (60) 


Nun seien Teilchen betrachtet, die innerhalb eines Kreiskegels 0? + ¢2 = o? vom 
Anfangspunkt ausgehen. Setzt man go? + ¢? = o? in die GI. (59) und (60) ein, dann 
erhalt man die Umgrenzungskurve des Offnungsfehlerscheibchens, und zwar eine 
Ellipse in Parameterdarstellung. Damit ist eine Moglichkeit gewiesen, die Fokussierung 
noch weiter zu verbessern. Wird namlich R gleich Null, dann artet das Fehlerscheib- 
chen in eine Linie aus, wodurch das Auflésungsvermégen wie auch die Intensitat 
weiter gehoben werden. Soll B verschwinden, dann miissen beide Koeffizienten 
der quadratischen Form (59) Null werden. Daraus folgt fiir die Parameter 


— 8x? + 29 x*— 34% + 14 


ars as | Le 
—6x? + 19x2—18x+4+ 6 
> 4x (x—1) A 62) 
Dea A A se es ana LS easieicacld 
Bu—bx +b = —— Sse on tae (63) 


Im Falle der ersten Annahme iiber die Anfangsgeschwindigkeit (konstante Ge- 
schwindigkeitskomponente in Tangentenrichtung an den Hauptkreis im Anfangspunkt) 
erhalt man statt (57) und (58) auf gleiche Weise 


sees — 


R= (2 Sey, feet 4 2 Tee 0.) ge + Qranl?, (64) 
(Sg We (65) 
oder als Funktion der Entwicklungskoeffizienten 
os : aa {[3 «3 — 602 — 6% + 12+ 12a02—8 ax — 
—4(Bx—bx+b)]e+2[x—l+ax—a—awv+oaxn+ 
+ 2(Bx— bx + b)]C?}, (66) 
Z = Z* (67) 
und fiir die Koeffizienten bei Fokussierung zweiter Ordnung 
he Sh ee 10m 2 (68) 


es 4(x— 1)? , 
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ea aan nates 


eumeromearty ee ue 
— 8x4 + 15 x®— 28x? + 18x 
Bu be be eT ee (70) 


Welcher der beiden Falle nun tatsichlich vorliegt, wird von der Natur des ver- 
wendeten Apparates abhangen. Durch die Wahl der Koeffizienten ist es mdglich, 
fiir jeden Zweck die besten Fokussierungsmoglichkeiten zu schaffen. 


5. Anwendung der angegebenen Feldbedingungen fiir die Einrichtung spezieller Feld- 
kombinationen. 


Um zu zeigen, wie die angegebenen Feldbedingungen zur Einrichtung von Feldern 
verwendet werden, soll zunichst eine Kombination gesucht werden, die den normalen 
Anforderungen der Massenspektrographie am besten entspricht. Es soll also die 
Geschwindigkeitsinhomogenitiit als so gro angenommen werden, dai man auf 
Geschwindigkeitsfokussierung nicht verzichten kann. Damit ist nach (27) tiber x 
verfiigt: 

i ae 


Man hatte « auch fiir andere Zwecke verwenden k6énnen, z. B. um einen besseren 
Wert fiir die Dispersion zu erreichen (s. Abb. 2). Fir Richtungsdoppelfokussierung 
und Radialfokussierung zweiter Ordnung erhalt man im ersten Fall (konstante Ge- 
schwindigkeitskomponente in Tangentenrichtung an den Hauptkreis im Anfangs- 
punkt) nach (68) bis (70): 


1 1 i! 
eae © aes Bu—bx+b=—->. (71) 
Daraus ergeben sich die KenngréBen: Fokussierungswinkel : . 
Gh hE, (72) 
Neigung der Auffangebene: 
§’ = aretg ta = CT 20. (73) 
Massendispersion : 
7%, Am oe Am 
Ds == 2 Gon 8’ Mo == eal Yo “My”? (74) 
Strichlange (z-Abweichung) : 
= 3 "0 o?. (75) 


Im zweiten Fall (konstante Geschwindigkeit im Anfangspunkt) wird nach (61) 
bis (63) und (28): 


1 1 1 
Amo, Ss a OP ia ee (76) 
Weiters erhalt man fiir Fokussierungswinkel wieder: 
i : Yr= %, (77) 
Neigungswinkel der Auffangebene: 
6’ = are tg > = 57°30’, (78) 
Massendispersion : . 
7, Am nq Am 
Din = cos 6’ my, 3°73 1% “mM? (79) 
Strichlange: 
Lex Oy (80) 


Hier liegt also der ideale Fall vor, daB auch die Fokussierung zweiter Ordnung in 
beiden Richtungen erfolgt. 
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Es sei noch kurz eine Feldkombination fiir Geschwindigkeitsspektrographie an- 


gegeben. Die Geschwindigkeitsdispersion hat — wie aus (25) folgt — ihren héchsten 
Wert 


je a A 
Da = 2VT+ V-<le5 2, 0 
wenn 
aD =) 2. (82) 
Vgl. hierzu Abb. 1. Es sei der Wert 
‘ ee a 


in dessen Nahe das Maximum der Geschwindigkeitsdispersion liegt, betrachtet. Dann 
werden nach (29) und (61) bis (63) die Koeffizienten: 


13 121 
dae aly (a tA Bu—bx+b=— 7, : (83) 
Fokussierungswinkel : 
[8 
ve =|/ em = 227°81’, (84) 
Neigungswinkel der Auffangsebene: 
[5 
6 = are te-7y |/ 2 = 22° 30, (85) 
Geschwindigkeitsdispersion : 
24 r Aw 5 _ Aw 
De 5 cos0 a Bo0t Oye (86) 
Strichlange: 
ZL =; (87) 


Auch hier liegt also der Idealfall vor, daB Fokussierung zweiter Ordnung nach beiden 
Richtungen erfolgt. 

Aut ahnliche Weise wird man vorgehen, wenn man die Felder anderen Bedingungen 
anpassen will. 

An dieser Stelle médchte ich Herrn Prof. Dr. W. Glaser fiir sein Interesse am 
Zustandekommen der Arbeit und fiir wertvolle Hinweise ergebenst danken. 


(Hingegangen am 1. Oktober 1951.) 


Die Mi®weisungen des kiinstlichen Kreiselhorizontes nach Fleuriais. 
Von G. Heinrich, Wien. 


Mit 5 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Im AnschluB8 an zwei vorangegangene Arbeiten werden die Stdérquellen 
untersucht, die zu MiBweisungen des kimstlichen Kreiselhorizontes von Fleuriais AnlaB geben 
kénnen. Als erstes wird ein aerodynamischer Stéreffekt besprochen, der durch die Luftstrémung 
in der Kreiseldose verursacht wird. Er verschwindet, wenn der Kreisel im Vakuum lauft. Wird 
wihrend des normalen Einschwingens der zeitliche Mittelwert der gemessenen Héhe des an- 
gepeilten Gestirns mittels eines Integrierwerkes bestimmt, so existiert eine optimale Integrier- 
zeit, fiir die der MeBfehler ein Minimum wird; diese wird berechnet. AbschlieBend werden die 
dureh das Schlingern des Schiffes hervorgerufenen MifBweisungen ermittelt und die optimale 
Lage der Beobachtungsebene in bezug auf die Langsachse des Schiffes berechnet. 


Summary. In pursuance of two earlier papers, the author discusses the disturbances which 
may cause deviations of the artificial horizon of Fleuriais. First, an aerodynamic disturbing 
effect is considered which is caused by the air flow in the gyroscope box. This effect disappears 
when the gyroscope rotates in the vacuum. When the time mean value of the measured height 
is determined for a bearing by stars during normal building-up by means of an integrator, an 
optimum integration time exists for which the measuring fault will be a minimum; this time 
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is calculated. Finally, the deviations caused by the rolling of the vessel are determined, and 
the optimum position of the observation plane with regard to the roll axis of the vessel is 
computed. 


Résumé. A propos de deux travaux précédents, l’auteur discute les causes qui peuvent 
donner lieu & des deviations du horizon fictif d’aprés Fleuriais. D’abord, un effet perturbant 
aérodynamique est discuté qui est causé par le courant d’air dans la boite de toupie. Cet effet 
disparait si l’on fait marcher la toupie dans le vide. En déterminant par un integrateur, pendant 
Vamoreage normal, la moyenne temporaire de la hauteur de relevement, il existe un temps 
d’intégration optimum pour lequel l’erreur de mesure devient un minimum; ce temps est calculé. 
Enfin, on trouve les déviations causées par le roulis du vaisseau, et on calcule la position optimum 
du plan d’observation, relativement a l’axe longitudinal du vaisseau. 


1. Einleitung. 


In zwei vorangegangenen Arbeiten’: 2 untersuchte der Verfasser auf theoretischem 
und experimentellem Wege die Laufeigenschaften eines pinnengelagerten, auf einer 
kugelformigen Pfanne auslaufenden symmetrischen Kreisels. Um die Verwendbar- 
keit eines nach diesem Prinzip arbeitenden kiinstlichen Horizontes zu priifen, miissen 
noch die Fehlerquellen untersucht werden, die zu MiBweisungen Anlafi geben kénnen. 

Es kommen im wesentlichen drei Ursachen fiir die MiBweisung eines Kreisel- 
horizontes nach Fleuriais in Betracht. Die erste riihrt von einem aerodynamischen 
Effekt her, der durch die Luftzirkulation erzeugt wird, die sich in der Kreiseldose 
zufolge der Rotation des Kreisels ausbildet. Dies zeitigt die Erscheinung des ge- 
stérten Einschwingens. Die zweite Ursache leitet sich aus der praktischen Notwendig- 
keit her, durch Anwendung eines Integrierwerkes tiber eine gewisse Zeitdauer den 
zeitlichen Mittelwert aller Ablesewerte zu bilden, da man nicht abwarten kann, bis 
der Einschwingvorgang beendet ist. Obwohl dadurch eine bedeutende Fehlerreduktion 
stattfindet, bleibt noch ein Restfehler tbrig, der médglichst klein gemacht werden 
soll. Die dritte Ursache riihrt schlieBlich von der Seegangsbeschleunigung des 
Schiffes her. 

2. Das gestérte Einschwingen des Kreisels. 


Wir wollen uns zunachst mit der erwaihnten Erscheinung des gestérten Einschwin- 
gens beschaftigen. Die Indexkurven? zeigten hiufig gewisse Anomalien, die dadurch 
gekennzeichnet sind, dafi die Verbindungskurve der Maxima nicht symmetrisch liegt 
zur Verbindungskurve der Minima. 

Hin typisches Beispiel fiir eine Indexkurve dieser Art ist in Abb. 1 wiedergegeben. 
AuBerdem ist die jeweilige Kreiseldrehzahl mit aufgenommen. 

Da Anomalien dieser Art bei den erwihnten Einschwingspiralen?, wo der Kreisel 
nicht in einer Dose lief, nie beobachtet wurden, muB man annehmen, daB dieser Effekt 
durch das Vorhandensein der Kreiseldose, in der der Kreisel im Sextanten liuft, 
bedingt ist. Eine derartige Wirkung ist jedoch nur durch Vermittlung der Luft, in 
der der Kreisel lauft, denkbar. Es handelt sich also um einen aerodynamischen Effekt. 

Da die beobachtete Asymmetrie der Indexkurven, besonders bei Anwendung 
eines Integrierwerkes, das den zeitlichen Mittelwert des Héhenwinkels bildet, zu 
gréBeren MeBfehlern Anla®B gibt, soll diese Erscheinung niiher untersucht werden. 

Der asymmetrische Verlauf der Indexkurve legt es nahe, als Ursache eine 
asymmetrische Lage der Kreiselachse in der Vertikalstellung gegeniiber der Kreisel- 
dose zu vermuten. Abb. 2 zeigt den Ringspalt zwischen dem zylindrischen Kreisel- 
kérper und der zylindrischen Dose bei asymmetrischer Lage des Kreisels. Die beiden 


? Studie tiber den Lauf des Fleuriais-Kreisels. Osterr. Ing.-Arch. 5, 2 (1951). Die Arbei 
wird im folgenden kurz mit [8S] bezeichnet. ‘ were a aden 
* Experimentelle und theoretische Untersuchungen iiber die Bewegutr i 
; a1 gung des pinnengelagerten 
Kreisels. Osterr, Ing.-Arch, 5, 4 (1951). Die Arbeit wird im folgenden kurz mit [E] sansietinee 
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Mittelpunkte O, und O, haben die Entfernung ay, die wir als klein gegentiber den 
Radien cn und a, des Kreiselkérpers und der Dose annehmen. Die Dicke Ar des Ring- 
spaltes in der Richtung 4 gegeniiber der Zentralen O,, O, ist dann in erster Naherung: 


Ar = (a, — a) — a, cos A. (1) 
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Abb. 1. Experimentell asymmetrische Indexkurve. 


Ist vz; die mittlere Luftgeschwindigkeit im Ringspalt, so folgt aus der Kontinuitat 
der zirkulatorischen Luftstr6mung: 
vy Ar = C. 


Die GréBe C stellt das in einer Axialerstreckung von 1 cm pro Sekunde durch den 
Querschnitt strémende Luftvolumen dar. Wir kénnen es proportional der Winkel- 
geschwindigkeit des Kreisels annehmen und setzen: 


viz: Ar =c-ao, (2) 


worin c hauptsachlich von der Oberflachenbeschaffenheit 
_ des Kreiselkorpers (kleine eingefraste Schaufeln fiir den 
Antrieb) abhingt. Vom spezifischen Gewicht y;, der 
Luft ist c in erster Niherung unabhiangig. 

Wir wollen nun auf die Luftstromung im Ringspalt 
die Bernoullische Gleichung anwenden, die zumindest 
angenahert gelten mu. Sie lautet: 


E* fF 3 Abb. 2. Zur Theorie des asym- 
29 i ve By (2) metrischen Einschwingens. 


p ist der Luftdruck und ©, eine Konstante, auf deren GréBe es im folgenden nicht 
ankommt. Aus (3), (2) und (1) folgt: 


C VE c2 + @ LH 
Pre ry tee 29 aaa | Ag — ay 


cos A) (3a) 


Ist 1 die wirksame axiale Linge des Kreiselkorpers, so ist die resultierende Druck- 
kraft P, auf den Kreiselkérper, die offenbar die Richtung der Zentrale O,, O, besitzt: 


2% 


Py = — \ a1 p-cosd- da. 


0 
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Aus (3a) folgt dann, wenn man nur die in a, linearen Glieder beriicksichtigt: 


Vi, 0,a fa) (3b) 


Ep yee 
ue (a, — a,)° ° 


Ist az schlieBlich der senkrechte Abstand des Kriimmungsmittelpunktes der Laut- 
fliche von der Wirkungslinie der Kraft P ;, so ist das Moment des resultierenden 
Luftdruckes Mz, dessen Vektor senkrecht zur Zentralen, in der in Abb. 2 eingezeich- 
neten Richtung liegt, gegeben durch: 


(3¢) 


Dieses Stérmoment kann allerdings durch das Auftreten von axialen, druckaus- 
gleichenden Strémungen verkleinert werden. Wir kénnten dies durch eine Ver- 
kleinerung der Konstanten c niherungsweise beriicksichtigen. 

Es gibt nach (3c) mehrere Mittel, dieses Stormoment 
zu verringern. Zunaéchst kann man durch konstruktive 
MaBnahmen den Hebelarm a, moglichst klein halten. 
Sehr wirkungsvoll ist eine VergroBerung der mittleren 
Ringspaltdicke a, — a,. SchlieBlich kann man durch 
Anwendung eines Vakuums in der Dose das Stor- 
moment praktisch ziemlich ausschalten, wahrend man 
eine gewisse Exzentrizitat a,nicht vollig ausschalten kann. 

Wir wollen nun aber priifen, ob die aus dem Ansatz 
(3a) zu ziehenden Folgerungen fiir die St6rung mit 


Abb. 3. Die beim asymmetri- 
schen Hinschwingen wirksamen 
Momente. 


den experimentellen Befunden in Hinklang stehen. 
Die Lagenainderungen des Kreiselkérpers, die bei 
schrager Figurenachse dadurch entstehen, da die Pinne 


zufolge der resultierenden Reibungskraft R,, nicht genau 
im tiefsten Punkt der Pfanne befindet, wollen wir als vernachlassigbar klein be- 
trachten gegeniiber der Lageninderung des wirksamen Kreiselkérpers zufolge der 
Anderung des Winkels 3. Der Mittelpunkt O, des Kreiselko6rpers wandert nach Abb. 3 
bei einer Neigung der Figurenachse um den kleinen Winkel # nach O,'; y ist der 
Azimutwinkel der Auslenkung, bezogen auf die Zentrale O,, O,. Die resultierende 
Exzentrizitat besitzt dann die GroBe a, und den Azimut y,. Es gilt dann, bei Be- 
achtung von (3c): 


My, = K.: o, a; (3d) 
Y¥, bara 
IS iE Oa eae (3e) 


Fir O,, O,' koénnen wir in erster Naherung az @ setzen. Wir kénnen nun M,, in zwei 
Komponenten zerlegen: M,, » in Richtung der Auslenkung der Figurenachse und M,,, 
senkrecht dazu. Man findet dann, bei Beachtung von Abb. 3: 


My = K o* H sin. Y, (4a) 
M,, = K w* (a) cos p + ay 9). (4b) 


My, wirkt dem Aufrichtmoment, M;,, dem Priizessionsmoment entgegen. Dadurch 
wird aus den Kreiselgleichungen [EK] Gl. (lla) und [E] Gl. (12): 


add ow M, = M,, a) 

opie We M tp? w 2 (5a) 
dy —mgsd+ M,, 

oe M Tp? w (5b) 
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— [S] Gl. (49a), [E] Gl. (11b) sowie Gl. (4a) und (4b) folgt, bei Beachtung von 
3e): 


dd k : ; 
= — 29 + ey wain y, (5c) 
dy k 
oe — eer OU + Oy @ COSY) (5d) 
init: 
gs 
| a oe 
und 
, YL Lay a, M% q 
Co = TC 9 ™ rr (ay —a,)? (5f) 
sowie 
x vx la; Oy 
Cr = WC 9 Mtr (ag—@,)®° (5g) 


Fir den langsam auslaufenden Kreisel kénnen wir w zunichst wie eine Konstante 
behandeln und die Verianderlichkeit von erst im Resultat beriicksichtigen (quasi- 
stationére Behandlung). 


Wir konnen die Gl. (5c) und (5d) zu einer einzigen komplexen Gleichung zusammen- 

fassen. Dazu fiihren wir die komplexe GréBe: 

2= oe (6) 
ein. 2 legt die Lage der Grundrifprojektion der Kreiselspitze in der GauSschen 
Zahlenebene fest. 

Multipliziert man (5d) mit 7 und addiert (5c), so ergibt sich nach Multiplikation 

mit e'” bei Beachtung von (6): 
d se Fa) 
7 = “ ! i (= or o)| 2 + icy 0. (7) 
Dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung fiir z, wenn man auf die 
Veranderlichkeit von w keine Riicksicht nimmt. Ist z, der Wert von z, der zu t = 0 
gehort, so liefert die Integration von (7): 


: P wi af *e ; ; i 
1 Cy @ oe eee es ; 1 Cy w* 


= |2,4 ka oa} (k, — Cy w?) | ka ah. 4 (k, — 6; w?) - (7a) 


Daraus kann man erkennen, da die Bahn der Kreiselspitze in erster Naherung eine 
exzentrische logarithmische Spirale darstellt. Bei langsamer Abnahme von w wird 
dabei das Windungszentrum : 

1 Cy Ww (8) 
ka + 4% (ky — ¢z w?) 


allmaihlich in die Richtung des wahren Lotes einwandern. 


23 = 


Setzt man z, = 0, e's, so erhalt man aus (8): 
= Co w? 
Ve? + (ky — cz, 07)?” 


kg 
y, = are tg ies (8b) 


d, (8a) 


Da c, @? klein ist gegen &,, so nimmt #, in erster Naherung mit dem Quadrat der 
Drehzahl ab und y, bleibt nahezu konstant. Die Bahn des Windungszentrums ist 
also nahezu geradlinig. 
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Die genaue Bahngleichung erhaélt man, wenn man Zz, = 2%, +7 y, setzt und diese 
Werte aus (8) ausrechnet. Durch Elimination von @ erhalt man dann die Bahngleichung 
in kartesischen Koordinaten: 


ee ar Pe a me (ks Ys — ky, %s) (8c) 
oder: 
Cy \? | kg Co y Co? (ka? + k,*) (8d) 
(2. | 5) (ys 26, Gf} ak epee ee 


Dies ist ein Kreis durch den Ursprung. Da aber praktisch nur die Umgebung des 
Ursprungs durchlaufen wird, kann man diesen Teil der Kurve durch die Gerade 


Ys = a Us (8e) 


approximieren. Die Bewegung des Windungszentrums erfolgt nach (8e) nicht in 
der Ebene der Exzentrizitat (Zentrale 0,0, in Abb. 3), sondern zufolge der Wirkung 


des Aufrichtmomentes (k, + 0) unter dem Winkel arc tg Ls gegen diese Richtung. 


Die Bahn des Windungszentrums wird mit der Bahn der Kreiselspitze identisch, 
wenn die anfingliche Auslenkung z4 mit z, tibereinstimmt [vgl. Gl. (7a) und (8)}. 


Ferner erkennt man aus (7), daf die Prazessionsfrequenz ~~ zufolge des aero- 


dynamischen Effektes um c, abnimmt (gilt nur fiir den fuBlastigen Kreisel). Dieser 
Effekt ist unabhingig von der Exzentrizitat a). 


SchlieBlich kann man nach der Form der Indexkurve Ah fragen. Ist wy, der durch 
die Konstruktion des Sextanten festgelegte Winkel zwischen der Ebene der Exzentrizi- 
tat und der Vertikalebene, in der die Beobachtung erfolgt, so gilt die Beziehung: 


Ah = R (z e'»), 


wenn # den Realteil des Argumentes bedeutet. Daher lefert (7a), bei Verwendung 
von (8a) und (8b): 


a kg 
<8.4i{—t ene} t 
| + 8, Cos (ps + Yo)- (9) 
Die Asymmetrie des Verlaufes der Indexkurve wird durch das Glied: 


B,* COS (WY, + Yo) 
verursacht. Dieses Glied verschwindet fiir: 


ve + Yo = (2n +195, 


Ah = [9.4 cos (pa + Yo) — 8,608 (ys + Yo) ]e 


bei ganzzahligen n. Es gibt also ausgezeichnete Winkel yo, fiir die die Asymmetrie 
der Indexkurve verschwindet. Da aber y, nach (8b) von k, und damit nach [E] 
Gl. (11b) vom Abniitzungszustand der Pinne abhingt, kann sich die beobachtete 
Asymmetrie mit diesem Abniitzungszustand iindern. Damit diirfte eine Erklirung 
fiir den auffallenden Sachverhalt gefunden sein, daf die beobachteten Asymmetrien 
Schwankungen unterworfen waren. 


Die experimentell festgestellten Erscheinungen des gestérten Einschwingens sind 
damit qualitativ aufgeklart. Zum Zweck einer genaueren quantitativen Untersuchung 
waren Versuche in Vorbereitung, die leider nicht mehr zur Durchfiihrung gelangten. 
Darnach sollte der Kreisel in einem schlankkonischen, zylindrischen Gefa8 aus Plexi- 
glas laufen, bei dem man durch axiale Verschiebung die mittlere Spaltdicke, durch 
radiale Verschiebung die Exzentrizitat verstellen konnte. Die zugehdrigen Einschwing- 
spiralen sollten durch einen Lichtschreiber auf Photopapier aufgezeichnet werden. 


Die MiBweisungen des kiinstlichen Kreiselhorizontes nach Fleuriais. 119 


_ Es soll zum Abschlu8 dieses Kapitels noch kurz auf die kleine Stérung einge- 
gangen werden, die durch die Erddrehung bedingt ist. Wir denken uns einen Kreisel, 
der auf feststehender Pfanne einschwingt. Aerodynamische Effekte wollen wir auBer 
acht lassen. 

Zutolge der Erddrehung tritt zu den Momenten der Pinnenreibung und der Schwer- 
kraft noch ein von den Coriolis-Kriften herriihrender Momentenvektor Mo, der vom 
Vektor @, der Erddrehung abhingt. Es gilt: 


Mc = m- rg? (OE X ©), (10) 
worin x das Zeichen fiir das vektorielle Produkt bedeutet. 
Mi8t man den Azimut y von Siiden iiber Osten nach Westen (Siidrichtung: y = 0), 


und ist » die geographische Breite des Aufstellungsortes, so erhilt man aus (10) die 
Zusatzglieder, die zu [EK] Gl. (1la) und (12) hinzutreten: 


add k ; 
= a 8 + wn cos ¢- sin y, (lla) 
dy k, : 

v io = 0 + wr sin yp: 3} + we COS Y: COS y. (11b) 


Diese Gleichungen besitzen denselben Bau wie die Gl. (5c) und (5d) fiir den aero- 
dynamisch gestoérten Kreisel. Wir konnen also die dortigen Ergebnisse sofort auf 
den Fall der St6rung durch die Erddrehung iibertragen, wenn wir c, w durch wz cos 
und c, @ durch @, sin ¢ ersetzen. 

Wir erhalten also die Bahn der Kreiselspitze in komplexer Form, wenn wir in (7a) 
die obigen Substitutionen ausfiihren: 
—|*2 +i (2 opsin o)| | t+ Wy COS p 


i @ Wp COS Y = 


e= 124 (12) 


ky + 0 (k,— @ mg sin ¢) ka + 1 (k, — @ wy sin @) 


Die Stdrungen sind hier, im Gegensatz zum aerodynamischen Effekt, proportional 
zu ow. Ist zg das Windungszentrum dieser logarithmischen Spirale, so erhalt man 
hierfiir, in Analogie zu (6): 


i @ Wy COS P 


he = ae en (13) 
Die zugehérigen Werte 3, und wz werden hieraus: 
O Wy, COS MP 
Og = = = (13a) 
Vk? + (k, — © wy sin ¢)? 
lg 
WE = arc tg k, — @ Op ial P° (13b) 


Der Azimut der quasistationiren Gleichgewichtsstellung liegt also in dem zwischen 
der Siid- und Ostrichtung gelegenen Quadranten und nicht, wie man haufig liest, 
im Meridian. Das letztere trafe nur zu, wenn keine Aufrichtung wirksam ware. 


Die Kurve, auf der sich das Windungszentrum der Spirale bei abnehmendem w 
bewegt, ist, analog zu (8c) in kartesischen Koordinaten: 


ee “5 Ys = = v (ks Wem k, Xs). (14) 
Da wieder nur kleine Werte von x, und y, in Frage kommen, konnen wir den kleinen 
-Kreisbogen, der praktisch durchlaufen wird, durch die Gerade 


Ys = ky vs (14a) 


ersetzen. 
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Die bei der Indexkurve auftretende Abweichung ist wieder Null, wenn der Azimut 
der Beobachtungsebene auf pg senkrecht steht. Da hier pz aut eine raumfeste Richtung 
bezogen ist, so andern sich hier die Verhaltnisse, im Gegensatz zum aerodynamischen 
Effekt, mit dem Azimut des angepeilten Gestirns. 

Der durch die Erddrehung bedingte Effekt spielt jedoch, wie man leicht ab- 
schatzen kann, wegen der Kleinheit von wz, praktisch kaum eine Rolle. 


3. Kreiselbewegung und Ablesefehler. 
(Wirkung der Schiffsbeschleunigung. ) 


Auf einem bewegten Fahrzeug treten Beschleunigungskrafte auf, die den Laut 
des Fleuriais-Kreisels beeinflussen. Doch auch durch das normale Hinschwingen 
entstehen, wie wir sahen, gewisse Ableseschwankungen. Da es fiir die praktische 
Beobachtung meist zu lange dauert, bis der Einschwingvorgang beendet ist, mul 
bereits wihrend des Einschwingens beobachtet werden. Durch Anwendung eines 
eingebauten Integrierwerkes, das den zeitlichen Mittelwert aller Ablesewerte bildet, 
kann der Ablesefehler weitgehend reduziert werden. 

Dabei tritt das Problem auf, die Integrationszeit 7’; so zu wahlen, daB der gemittelte 


Ablesefehler Ah moglichst klein wird. Wir legen der Untersuchung zunachst das 
ungestérte Einschwingen des Kreisels lings einer logarithmischen Spirale zugrunde. 
Da die Integrierzeit aus psychologischen Griinden nicht zu groB sein soll, kénnen 
wir in erster Naherung mit einer konstanten, mittleren Drehgeschwindigkeit des 
Kreisels rechnen. 
Wir schreiben geméB [E] Gl. (16a) und (5e): 
ka 


aes, 

Ah =h—hy=84e ° - cos(ya— = #). (15) 

Daraus folgt fiir den mittleren Ablesefehler waihrend der Integrationszeit 7’;: 
TT 
saa 0 A ge ay Lag ay Le 
Aline ‘Pers T, Vee Be le - cos (ya Wo ox cos (y4 — yo) | (16) 
mit: k 
Yo Sra (16a) 


Vk? a k? 
Das Ergebnis ist bei gegebenem w, 34, k, und k, auber von der Integrierzeit 7’; noch 
von dem zufalligen Anfangswert y4 abhaingig. Es ist also unméglich 7’; so zu wihlen, 


da Ah fir alle ys verschwindet. Doch wird |Ah| fiir einen bestimmten Anfangswert y4 
einen Kxtremwert annehmen. Dies wird nach Gl. (16) fiir: 


k, T, 


sin 
Ya= + arc t = 
Yo g mz k, T, 
, a) 


eintreten. Tragt man diesen Wert in (16) ein, so ergibt sich der Extremwert |Ah,| zu: 


Ro ae eee Shh 
eo of 1—2e ~@ <:cos = = ok: Si ae 
Ah,| = 9 on 
7 DAM a by PV + ke ir 
Wir setzen zur Abkirzung: a. 
und: Cae ean 
ka 
z= A. (17b) 


$s 
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Dadurch wird aus (17): 


ed, (18) 


Denkt man sich nun 1, veranderlich und sucht das Minimum von |AA,| | nach t,, so 
erhilt man fiir den zugehérigen Wert von 1, nach (17a) eine giinstigste Integrier- 
dauer 7. Gl. (18) hat nun im allgemeinen eine Reihe von Minima nach 1,. Da 
die Integrierzeit jedoch aus psychologischen Griinden kurz sein soll, wihlen wir den 
kleinsten Wert von 1,, fiir den |Ah,| ein Minimum wird. 
Aus (18) folgt fiir diesen Wert die Beziehung: 

A (t; cos t; + t;) + 2 cost; + 1, sint, — 2 = ®(A, t,) = 0. (19) 
Wir haben somit den kleinsten positiven Wert von t, aufzusuchen, der die 
Funktion ® (A, 7,;) zu Null macht. Praktisch kommen hierbei fiir 4 nach (17b) bei 
Beachtung der GréBenordnung von 
k, und k,, je nach der Abniitzung 4 
der Pinne, Werte von 0°04 bis 0°2 


in Betracht. 12 |- ae 

Es wurden nun aus (19) fiir die 7” |- 
Werte A = 0°004, 0°006, 0°-l und 0-2. “| 700 Ab min 
die kleinsten positiven Wurzeln der F bs i 
Gl. (19) nach dem Newtonschen 7 |- PE ee 
Naherungsverfahren aufgesucht und = ¢ |- y 
in Abhingigkeit von 4 in Abb.4 auf-  ° | 

. el Fa 

getragen. AuBerdem wurde gleichzei- _, 7 
tig der zugehGrige Wert 100 - ee : 2 ee 
in Abhingigkeit von 4 eingezeichnet. 7” = fe se - 7 a o BF és ae 


Diesist der mittlere Fehler in Proz ent. Abb. 4. Diagramm ftir die optimale Integrierzeit- und 
Man erkennt, daB die giinstigste fiir den mittleren perzentuellen Fehler. 
dimensionslose Integrierzeit t; sich 


mit Anur wenig andert. Der mittlere prozentuelle Fehler hingegen hat ein ausgesprochenes 
Minimum, das ungefihr bei 4 = 071 liegt und bei ungiinstigster Anfangsbedingung 
etwa 9%, betragt. Hier ist t; = 6°9. Dies entspricht bei einer minutlichen Kreisel- 
drehzahl von » Umdr./min nach (17a) einer giinstigsten Integrierzeit von: 
69m n 
30: &, 

Da 7; proportional der Drehzahl ist, erscheint es zweckmafig, mehrere Integrier- 
zeiten vorzusehen, um eine Anpassung an die jeweilige Kreiseldrehzahl zu erméglichen. 
Erfahrungsgema8 zeigte ein mit einer Fahrradpumpe hochgetriebener Kreisel zu 
Beginn des Auslaufes etwa 300 Umdr./min. An Hand der Auslaufkurve kann man 
dann, wenn man die Zeit mit, einen Anhaltspunkt fiir die jeweilige Drehzahl und 
damit nach (20) fiir die giinstigste Integrierzeit finden. 

Der Wert von / betragt nach (17), (5e) und [E] Gl. (11b): 


a ox = 0724 =. | (20) 


s 


for a 
(OA apc f Py Be ol if 8? 
da in den meisten Fallen a? gegen /,? 7? vernachlissigt werden kann. Setzt man 
hierin 2 = 0°1 und a = 0:00266 cm (Pinnen mittlerer Abniitzung), so ergibt sich, 
wenn man / = 0°21 setzt, bei Verwendung von [S] Gl. (47a): s = 107mm, was 
den iiblichen Verhiltnissen ziemlich entspricht. s ist, wie bereits erdrtert, der schein- 
bare Schwerpunktsabstand! und mu nach der Prazessionsdauer beurteilt werden. 


A= 


(21) 
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Nach (5e) und (20) ist dann die Integrierzeit: 


Ve 


Le oe ; (20a) 
gs 


T, = 0-724 


Setzt man hierin 77 = 2°68 cm und s = 0°107 cm, so erhalt man: 7’; ~ 100 sek. 

Im Anschlu8 hieran sollen die Ablesefehler behandelt werden, die durch die 
Schiffsbeschleunigungen entstehen. Hier mu man unterscheiden zwischen den 
Beschleunigungen, die von den Schiffsmandvern herriihren (Kursanderungen, An- 
fahren und Abbremsen) und den durch Schiffsschwingungen erzeugten Beschleuni- 
gungen. Die ersteren sind fiir unser Problem unwesentlich, 
da man Messungen wihrend der Schiffsmanéver ver- 
meiden wird. 

Von den durch den Seegang bedingten Schiffs- 
schwingungen geben nur die Schlingerbewegungen An- 
laB zu merklichen Fehlern, da hier starke horizontale 
Beschleunigungen auftreten, auf die der Kreisel viel 
stiirker anspricht als auf die fiir das Stampfen charak- 
teristischen vertikalen Beschleunigungen. 

In Abb. 5 fallt die y-Achse in die Langsachse des 
Schiffes; um sie erfolgt das Schlingern. Die Beschleu- 
nigung schwingt dann in Richtung der x-Achse. Denken 
wir uns wieder die Kreiselspitze (Einheitsvektor in 
Richtung der Figurenachse) auf die GrundriBebene 2, 
y projiziert, so befindet sich diese inO, wenn die Kreisel- 
achse im wahren Lot steht. Sie befindet sich in O,, 


Abb. 5. Zur Theorie der St6run- 
gen des Kreiselhorizontes infolge 
der Schiffsschwingungen. 


wenn die Kreiselachse im momentanen Scheinlot steht (Winkelabstand *), wobei | 
klein gegen g vorausgesetzt wird. Fallt die GrundriBprojektion der Kreiselspitze nach 
S, so ist fiir den betrachteten Augenblick Priizessionsmoment und Aufrichtmoment 
vom Winkelabstand 3, des Punktes S von O, abhiangig. 
Das in Richtung SO, wirkende Aufrichtmoment betrigt M, nach [S] Gl. (49a), 
wenn man nur das lineare Glied beriicksichtigt, bei Beachtung von [E] GI. (11b): 
Mi Rect Wi te Sa, (22) 
Das Moment M, der Schwerkraft steht senkrecht zur Richtung SO, im Sinne des 
in Abb. 5 eingezeichneten Pfeiles. Bei Beachtung von (5a) ergibt sich fiir M,: 


i= hes er 

Nach Abb. 5 gilt: Pye a 
Mm rq? w aie M,cosz + M,sin x, (24) 

d : 
mre ode — — M,siny — M, cos x. (25) 

Ferner gelten die geometrischen Beziehungen: 
0-008 y = 9 — cosy (26 
g ; 

9 , OAR 
1° sin y= — sin yp. (27) 


Fiihrt man in (24) und (25) die GroéBen (22) und (23) ein, so erhilt man bei Ver- 
wendung von (26) und (27): 


OTC t Whale: eB 
as eT oe (kq cos y + k, sin y), (28) 
dy k, b 4 

oa = ae ais oe (k, cos y — ky sin y). (29) 
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Wieder kann man aus (28) und (29) eine einzige komplexe Gleichung gewinnen, indem 

man (29) mit ¢ multipliziert, zu (28) addiert und gliedweise mit ¢!” multipliziert. 

Damit erhalt man: 4, 1 : b 2 

Ge Wha tthe) % + Te (hea + 4 hs) (30) 
B Sai}-e* ¥, (30a) 

Wir setzen nun die Grundwelle der horizontalen Schlingerbeschleunigung 6 nach 

der Gleichung: 


mit: 


b = b, cosa, t (31) 
an. Dadurch entsteht aus (30): 
at Ra prces ue gto). 39 
, 7. Th PGT eerie COS T (32) 
mit: 
‘ g g 
c= Fa (32a) 
[}, 2 k 2 
mead 2 usa (32b) 
@ W, 
ks 
a = are tg, (32¢) 
Ms et (32d) 


Wir k6nnen (32) wieder ,,quasistationir‘ integrieren, indem wir die Veranderlichkeit 
von w in der Differentialgleichung unberiicksichtigt lassen. Dann ist x konstant 
und (32) stellt eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung mit Stérungsglied 
dar. Ihre Lésung besitzt die Form: 


E=—C,g-e oss tisne)t 1 4, cost + A, sin t, (33) 


worin ¢4 eine komplexe Integrationskonstante und A, und A, unbestimmte, komplexe 
Konstante bedeuten. Durch Einsetzen von (33) in (32) erhalt man: 


2 210 
x € 
Aiea ae tiie (33a) 
io 
a 33b 
2 beige eo 8 e ( ) 


Ks iiberlagert sich demnach tiber die normale Einschwingspirale eine erzwungene 
Schwingung von der Frequenz der Schlingerbewegung. Diese stellt die eigentliche 
Stérung durch die Schlingerbewegung dar. Ihr entspricht eine gewisse, im Sextanten 
zu beobachtende Indexschwingung Ah, die sich bei Beachtung von (32a) zu: 

Ais “e R (fem) (34) 
ergibt. Hierin bedeutet & den Realteil des komplexen Argumentes und y, den Winkel, 
den die Beobachtungsebene mit der Ebene der Schlingerbeschleunigungen (Quer- 
achse des Schiffes) einschlieBt. Aus (34) und (33) erhaélt man, wenn man nur die 
Stérungsglieder beriicksichtigt (¢4 — 0): 

% COS (X — Yo) + %* COS (x1 Yo) 
1+ «44+ 2x2cos2 « 


cos (2 « — Wo) + %* COS Yo 
1 + x4 + 2x? cos 2 « 


Wir erhalten also eine harmonische Schwingung, deren Amplitude Ah, sich aus (35) zu: 


- : } 
Ah = 2 {= -cost + sin Tf (35) 


ia 1 
box fl +x? + V1 + + 222 cos 2 a: cos [2 (yo wits 


ate g 2(1 + x4 + 2 x? cos 2 «) (35a) 
ergibt. Hierin bestimmt sich y, zu: 
1 : sin 2 % 
Tie: a 35b 
nm a ee V1 + x4 + 2%? cos 2 & ( ) 
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Da cos [2 (p) — ¥)] die beiden Extreme + 1 besitzt, schwankt die GroBe von Ah, 
je nach der Beobachtungsrichtung zwischen den beiden Extremen: 


‘i. 
by % Ltxw+tV1 + 4+ 2x%cos2a | 2 

Aha max = g 2(1 + x4 + 2 x? cos 2 « ‘ (36a) 
by x 1 — Vl ft 2x8 cos. 2 og, 

Aha min = g \ 2(1 + xt + 2x? cos 2 x ; (36b) 


Praktisch haben’ wir nach den vorangegangenen Ausfiihrungen mit [> ~ 071 zu 
rechnen, demnach weicht « nach (33c) nur wenig von 90° ab. Wir setzen dem- 
gemaB o = 90 — e, worin e einen kleinen Winkel bedeutet (GroBenordnung 6°). Es 
ist dann in erster Naherung: sin 2«—2¢« und cos2«—=—1. Aus (35b) folgt, 
wenn man x < 1 voraussetzt: 


1 s.- GIS 
Ci) “g are 1 ja 


Ebenso vereinfacht sich (36a) und (36b). Man erhalt, wieder unter der Voraus- 
setzung x < 1: 


(35¢) 


b : 
Ah, max — g (1 er ) (36¢) 
[era 
Aha min = g ie x2)” (36d) 


Wenn x in die Nahe von 1 kommt, werden die Amplituden sehr groB. Sie kénnen 
aber, solange k, + 0 ist und daher |cos 2 «| etwas kleiner als 1 ist, auch formel- 
maBig nicht unendlich werden. x = 1 stellt einen Resonanzpunkt dar. 

Ist 7, die Prazessionsdauer und 7’, die Dauer einer vollen Schlingerschwingung, 


so gilt: ?, = as (37) 
und nach (33): ree 
Ties Ta nae (38) 
Durch Elimination von w, folgt daraus: 
ahh fi 
2 T',* sin. & = thes (39) 
Ks ist demnach: Ah b T,-T, 
amax ~~ g sa ee aa ? (36e) 
2 
Aha min = °° a ia . (36f) 


Um kleine Abweichungen zu bekommen, mu8 x klein bleiben, es muB also T,> 7, 
gemacht werden. Dann kann man 7’, gegen 7’? vernachlassigen und erhilt: 


6), Es 

Ay Snes al — TS (36g) 
b, Te 

Alvcvata = 7) Ty? . (36h) 


Die Fehleramplitude hangt also stark von der Richtung ab, in der man beobachtet. 
Nach (35b) ist fir x <1: y, = 90°—a«. Anderseits sieht man aus (35), daB Ah, 
fiir: cos [2 (yo — y,)] = 1 ein Maximum wird. Dann ist: y,. = y, = 90 — «a. Das 
Maximum erhalt man fiir cos [2 (y) — y,)] = — 1. Dementspricht: y, = 90 — y, = 
Die beiden Richtungen stehen also aufeinander senkrecht. 90° — « ist ein kleiner 
Winkel von der GroBenordnung von 6°. Nach (32c) ist der Winkel « spitz oder 


stumpf, je nachdem das Vorzeichen von ot positiv oder negativ ist. k, ist fiir fuB- 
lastigen Kreisel nach (5e) immer positiv. k, ist nach [EK] Gl. (11b) bei Drehung des 
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Kreisels im Gegenuhrzeigersinn (von oben gesehen) positiv, da in diesem Fall f positiv 
zu nehmen ist, bei Drehung im Uhrzeigersinn negativ (vgl. die Bemerkung am Ende 
von [8] Abschnitt 2). Liuft der Kreisel im Gegenuhrzeigersinn, dann ist « ein spitzer, 
beim Laut im Uhrzeigersinn ein stumpfer Winkel. Das Minimum der Fehleramplitude 
tritt also bei Beobachtung in einer Vertikalebene auf, die gegen die Lingsachse des 
Schiffes etwa um 6° geneigt ist. Man. erhalt die giinstigste Beobachtungsrichtung, 
wenn man die Lingsachse des Schiffes bei Kreisellauf im Gegenuhrzeigersinn nach 
rechts, bei Kreisellauf im Uhrzeigersinn nach links um etwa 6° verdreht. Senkrecht 
dazu stehen in beiden Fiillen die Ebenen der ungiinstigsten Beobachtung. 

Aus (36g) und (36h) ersieht man, daB die Fehleramplituden um so gréBer werden, 
je groBer die Schwingungsdauer der Schlingerbewegung ist. Es kommt also in erster 
Linie auf die Grundwelle an, wihrend die Oberwellen kaum ins Gewicht fallen. 

Man kann in (36g) und (36h) an Stelle von 7’, auch die Drehzahl n des Kreisels 
einfiihren. Aus (32b) und (39) erhailt man, wenn man k,? gegen k, vernachlissigt: 


fe 52k, = 


~. Fiihrt man dies in (36c) und (36d) ein und streicht x? gegen eins, 


n 
so ergibt sich: 
Ahamax = » 152 k, = ’ (361) 
2 
Alenia = 2+ 23k 2. (36)) 


Die Fehleramplituden sind demnach verkehrt proportional der Drehzahl bzw. ihrem 
Quadrat. Bei kleinen Drehzahlen wird also der Kreisel bald so stéranfillig, daB er 
als Horizontgeber nicht mehr taugt. Nehmen wir, in Ubereinstimmung mit den 
friiheren Zahlenwerten, k, = 13°6 sek~*, so erhalt man nach (36i) und (36j) bei einer 


Schlingerdauer von 7 sek fiir n = 1000 Umdr./min eine maximale Fehleramplitude 


von etwa 12% der ,,Scheinlotamplitude** 72 und eine minimale Fehleramplitude 


von etwa 2%. 
Arbeitet man mit dem Integrierwerk, so erhailt man einen mittleren Fehler von: 
T; 


Ah = \ Ah - a 
0 


1 
T; 
nach (35) und (35a) wird hieraus: 


= h 
01 *_ [cos w, tj — cos w, (T'; — tp) |, 
tT, O); [ Ws lg at a o)] 


worin ¢, von den Anfangsbedingungen abhangt. Da der Klammerausdruck im un- 
giinstigsten Fall die GréBe 2 annimmt, erhalt man: 
— 24h, — Ahy 
Ah s Ia opie od 
Fir 7, setzen wir den Wert (20) und erhalten: 


Ah < 0°44 k, 2 - Aha. 


T.. 


Dadurch wird der Fehler noch bedeutend reduziert. Im obigen Beispiel betraigt der 
mittlere Fehler bei ungiinstigster Beobachtungsrichtung nur mehr 0°5°%, bei giinstigster 
Beobachtungsrichtung etwa 0°08°% der Scheinlotamplitude. Dies entspricht bei 


einem Verhaltnis oo von 0'1 (5° 43’) im ungiinstigsten Fall einem mittleren Fehler 


von 1:7’, im giinstigsten Fall von 0°3’. Durch Anwendung eines Integrierwerkes werden 
also die Beschleunigungsfehler so weit reduziert, daB sie praktisch kaum mehr ins 


Gewicht fallen. 
: (Hingegangen am 23. Oktober 1951.) 
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Die Bineutronen-Perioden der Reinelemente. 
tte feil™. 
Von H. Watzlawek, Fritzens (Tirol). 
Mit 6 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. 1. Die Untersuchung der Systematik der Reinelemente fihrt auf drei 
Bineutronen-Hauptperioden von der Lange 16 ne 42 noe 

2. Das Bineutron 1} besitzt den Spin J = 0 und den Grundzustand 18). Es ist als freies 
Teilchen héchst instabil und tritt nur unter besonderen experimentellen Bedingungen, z. B. 
Igotopenaufbau durch Einfang eines Bineutrons (s. Teil I, 8. 304), in Erscheinung. 

3. Auf Grund der Bineutronhypothese kann der Kernaufbau angesetzt werden zu: 


yKE =a-t+y-p...N = gerade. 
vyKE = «t+ yop+ 1-nj...N = ungerade. 
ite 1 (n° pi) = 1 (ne + p5)- 


4. Jedes Reinelement liegt innerhalb einer Elementarzelle (von Z = 9 aufwarts) des y = f ()- 
Diagramms. Diese Aufbauzelle wird von 4 Kernen O bzw. @ gesetzmabig gebildet. 

5. Aus dem gesetzmaBigen Aufbau des y = f (N)-Diagramms aus lauter solchen Elementar- 
zellen wird auf die Existenz eines hochstabilen Kernkérpers vom Aufbau 1% = 4— = 4 (n2 : pr) = 
= WN, P, geschlossen. 

6. Dem Bineutron kann somit fiir das Auftreten der periodischen Eigenschaften der Kerne 
sowie fiir deren Systematik ein entscheidender Einflu8 zugeschrieben werden. 


Summary. 1. The study of the systematic theory of pure elements leads one to consider three 
main bineutron periods, of length 16 ne = # ne. 

2. The bineutron 1 ne has the spin J = 0, and the ground state 1g,. It is highly unstable as 
a free particle, and appears only under special experimental conditions, as, for instance, in the 


formation of isotopes by capture of a bineutron (part I, p. 304). 
3. By assuming the bineutron hypothesis, the formation of the nucleus may be put up as 


ye = 0-8? y-p...(N_even). 


yee =m-tE+ty-pt iN cea odd). 
1 1 
LE = 1 (mp* pr 0) = 1 (9° Pi): 

4, Each pure element is located within an elementary cell of the y = f (NV) diagram (from 
Z = 9 upwards), this cell is formed in a regular manner by four nuclei O, resp. @. 

5. From this regular manner in which the elementary cells form the diagram, it is inferred 
that a nuclear body of high stability exists, and that it has the following structure: 1 ® = 4f = 

ie | 

== 4 (No ~ 1) = NV, Py. 

6. Consequently, the bineutron may have a decisive influence upon the appearance of such pro- 
perties of the nuclei which are of a periodic character, and upon the systematic theory of nuclei. 


Résumé. 1° Par l'étude de la théorie systématique des éléments purs, on arrive & trois périodes 
principales des bineutrons, d’une longeur 16 ne = 43 née. 


2° Le bineutron 1 ne posséde le spin J = 0 et I’état fondamental*S). Comme particule libre, 
il est trés instable, et ne se présente que sous des conditions expérimentales spéciales, par exemple 
formation des isotopes par la capture d’un bineutron (part I, p. 304). 


* I. Teil s. Osterr. Ingenieur-Arch. 5, 304 (1951). II. Teil wesentlich gektrzter Auszug aus 
der Dissertationsarbeit. 


Bentitzte Kernsymbolik wie in Teil I: 

B Reinclement, stabil, Haufigkeit 100% 

@ Stabile Kerne, Isotop, max. Hiaufigkeit » auf ganzzahligem Bineutronennetz liegend. 
© Stabile Kerne, Isotop kleinerer Hiiufigkeit j 


<< Stabile Kerne geringer Haufigkeit; auf halbzahligem Bineutronennetz liegend. 
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3° Basée sur l’hypothése des bineutrons, la construction du noyau peut s’effectuer de la 
maniére suivante: 


ywEE =a-t+y-p...(N pair). 
wEP = att y pt 1+ 5...(¥ impair). 
1 = 1 (mg > py) = 1 (mp pi). 


4° Tout élément pur se trouve au dedans d’une cellule élémentaire (gradué de Z = 9) du 
diagramme y =f (N). Cette cellule constructive est formée réguliérement de 4 noyaux O, 
respectivement @. 

5° De la construction réguliére du diagramme composé de telles cellules élémentaires, on 
conclue sur lexistence d’une configuration nucléaire, extrémement stable, de la construction 
1@ = 4t = 4 (n2- pt) = Ng Py. 

6° Ainsi, on peut attribuer au bineutron, concernant l’apparition des qualités périodiques 
des noyaux, ainsi que pour leur théorie systématique, une influence décisive. 


Mittels der Haufigkeits-, Restneutronen- und Bineutronenperioden-Diagramme 
wurden im I. Teil* fiir die Systematik der stabilen Kerne drei Bineutronenhaupt- 
perioden von je 16 $-Linge nachgewiesen. Die Reinelemente liegen bis auf die 
einzige Ausnahme ,,As%3 innerhalb der Bineutronenperioden. 

Die Neutronenzahlwerte der Anfange und Enden der drei Hauptperioden werden 
als ,,magische*‘ Neutronenzahlen bezeichnet. 

Die Haupt- und Zwischenperioden sind: 


N = O<-I. Periode (16 n?) — 32, 

N = 32 < 1. Zwischenperiode (9 nj) —> 50, 
N = 50< II. Periode (16 nj) — 82, 

N = 82 < 2. Zwischenperiode (6 73) — 94, 
N = 94 < III. Periode (16 n3) — 126. 


Diese Perioden werden durch die folgenden experimentellen Tatsachen vollauf 
bestatigt: 

1. Einfangswirkungsquerschnitt Opinfang in millibarns [1 mb = 10-’ cm?] fir 
1 MeV-Neutronen der Reinelemente und der @-Kerne, als Funktion der Neutronenzahl. 

2. Quadrupolmoment in Abhangigkeit von der Neutronen- bzw. Protonenzahl. 
Quadrupolmoment 

(Kernradius)? 

. Magnetisches Kernmoment ux y = f (N); N = Neutronenzahl. 
. Kernspin = f (4). 
Lage der isomeren Kerne im Diagramm: r = f (NV); 7 = Rest-Bineutronenzahl. 


Stabilitatsbereich der stabilen Kerne: = =f (Z) und N —Z=f (Z). 


Aus diesen experimentellen Unterlagen werde jetzt nur die Abhangigkeit nach (4) 


und (6) naher erodrtert. 

Die Abhangigkeit ux 4 =f (N) fiir die Reinelemente und fiir die O-, @-Kerne 
zeigt deutlich die drei groBen Hauptperioden und die beiden kleineren Zwischen- 
perioden [Mittelwert + 2°5 KM]. 

Die <-Kerne [einzige Ausnahme 1osCpr] liegen nur im Bereich — 1KM< 0 — 
—> +1KM (s. Abb. 1). 

Die Betrachtung der Lage der isomeren Kerne im Diagramm, Restbineutronen- 
zahl r = f (N), ergibt folgende GesetzmaBigkeiten: 


—f (ungerade Nukleonenzahl). 


ot Se ae 


1 |] KM = 1 Kernmagneton. 
9* 
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1. Die isomeren Kerne liegen ausnahmslos reinnetzig. 

2. Die isomeren Kerne, die auf dem halbzahligen Bineutronennetz liegen, kommen 
doppelt so haufig vor als jene, die auf dem ganzzahligen Netz liegen. 

3. Die isomeren Kerne, die auf dem ganzzahligen Bineutronennetz liegen, befinden 
sich bis auf die einzige Ausnahme 4 Y3, nur innerhalb der drei Bineutronen-Haupt- 
perioden. 


Chg 


+7 Hi 
+6 fi 15 
fin 
La 
+5 Case sé’ ra! / \ | +} as 
y ce Pe Ne / 7 \ 


+25 Y 
no CRY ay wl Neca le a Re 
\ a ~ 9 \ 4 Nee \ ‘ 
\ B oe Ae ie / ; 
a eee, See = NORE 2 
lars ya , aa ie 
: a \ / iS we = Ad 
a Cs ane 
32 50 See 82 126 Streifen der 
‘j CRG AL: tat res yf a ae * - Kerne. 
16 ne 
I. Periode I. Feriode IIL. Periode 
Abb. 1 (schematisch). Perioden des magnetischen Kernmomentes der Reinelemente und der O-, 


@-Kerne. 


4, Die isomeren Kerne des ganzzahligen Bineutronennetzes sind vorwiegend 
Isotopen der Reinelemente und der Elemente Ag, In und Pb (vgl. Abb. 1). 


5. Gegen Ende der geschlossenen Schalen mit den Neutronenzahlen NV = 32, 50, 
82 und 126 haufen sich die isomeren Kerne mit ungerader Massenzahl. 
6. Die isomeren Kerne lassen sich in vier Gruppen einteilen [7 = 0 bis 22]: 
Ces ae ea ae | Ganzzahliges Bineutronennetz; Haufigkeit ~ 24%. 
Lip Lienserne { Restbineutronenzahl 7 = = [VN —Z+ 1]. 

b) ,, Z,. Halbzahliges Bineutronennetz; Haufigkeit ~ 43°. Restbineutronen- 
Zee oe (N — Z). 

c) N,,Z,. Ganzzahliges Bineutronennetz; Haufigkeit ~ 6°. Restbineutronenzahl 
r= > (N —2). 

d) NV, Z,. Halbzahliges Bineutronennetz ; Haufigkeit ~ 27%. Restbineutronenzahl 
r=>(N-Z41], 


Ce 


7. Die isomeren Kerne besitzen vorwiegend die Spinwerte 3p und a h, wahrend 


‘ 2 2 
die Werte i und ih kaum vorkommen. 
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: Wird auf Grund der iiberzeugenden experimentellen Tatsachen die Hypothese 
_ aufgestellt, daB das Bineutron 1 ne, fiir den Kernaufbau, in einem »elementaren Kern- 
kérper 1 f= 1 (nj pj)“ eingebaut auftritt, dann kénnen folgende Schliisse gezogen 
werden: 


1. Der Aufbau eines Kernes wird angesetzt in der Form: 


wK7 = 2: E+ Y: Drest +1: Mest (1) 
Prest — Restproton, np, = Restneutron. 
MRest = 0... ganzzahliges Bineutronennetz [Reinelemente und O-, @-Kerne]. 
N = gerade. 
Tne = its . halbzahliges Bineutronennetz [<-Kerne]. N = ungerade. 
a ¥ = 
Pur iV, = Besa! gilt: 2 = 5 Ya De, Nee 0: 
whe? = au:tt+y-p. (1a) 
Fir N = ungerade gilt: np... = 1-3; «= — = Y=L — X. 
mpike =a-f+y-p + 10. (1b) 


Die Gl. (la), (1b) gelten fiir das Grundisotop. Fiir die Isotope mit den hoheren Massen- 
zahlen erhalt man: 


wortke?* =a -tE+ypti-n und N+ 2K *? = (@ + 1)E+ (yo— 1)P. 
hee” (ty poh) t +- (9 — 1)» 4 1+ 19. wanke = (%_ + 2) T Ei — 2) 


Fir die Isotopen mit gleichem Protonenrest ergibt sich: 
KF = K7F** + 1. (1c) 
2. Weitere interessante Aufschliisse liefert das y = f (N)-Diagramm: Betrachtet 


man die Umgebung der ,,instabilen Zonen“ [s. Teil I, 8. 309, Abb. 4], dann folgt: [Abb. 2; 
Analoges fiir die anderen instabilen Zonen N = 19, 21; 61; 89; 111, 115; 123]. 


Abb. 2. Die instabilen Zonen mit NV = 35, 39 und 45 im y = f(N)-Diagramm. Analoges gilt 
fir die tbrigen instabilen Zonen. 
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a) Rechts und links von der instabilen Zone liegen tibereinander auf derselben 
Ordinate mindestens drei O- bzw. @-Kerne. 

b) Jede instabile Zone ist rechts und links von einem 
<<-Kern, mit y = konstant, umgeben. 

c) Die Reinelemente liegen in der Mitte der Elementar- 
Aufbauzelle des y =f (N)-Diagramms (s. Abb. 38). 

Die Lage der Reinelemente und der O-, @-Kerne im 
y =f (N)-Diagramm ist ausnahmslos dosnt [s. Abb. 4, 
Tafel]. 

Bei den ,,magischen“ Neutronenzahlen N = 20, 28, 32, 
50, 82 und 126 treten deutliche Spriinge auf. Innerhalb 
der 1. und 2. Zwischenperiode sowie der II. und III. Haupt- 


Abb. 8. Die Lage eines 


Reinelements in der Ele- ; : A oy : : 
mentar-Aufbauzelle im periode verlauft die Verbindungslinie der Reinelemente mit 


y = f (¥)-Diagramm. y = konstant. 
3. Die Elementar-Aufbauzelle im y = f (N)-Diagramm 
1aBt vermuten, daB ein diesem Aufbauelement entsprechender Kernkérper hochstabil 
sein wird. Dieser ,,hochstabile Kernkérper*‘ hat den Aufbau: 


LR =4t= 4 (nz pl) = N, Py. (2) 
Die Elementarzelle des y = f (V)-Diagramms besitzt (s. Abb. 3): 
4yK¥ =4[et+yp] = «44+ 4y-p=—2-Rt4y-p. (3) 


¢ 

Horizontale Schritweite: 
44: 1&+ 1p, =NoPR = konstant. | 
Vertikale Schrittweite : S 


22-N=:konstant 


Ay, 6, ,4):--- * Welfache von 14, 
ah. 18, 2a ,38..- 
1h=4h=Noh,. AVENE ee 
429° 32 


eet 


Rf: 4,= ae 1+ a 
Vertikalschrit: 


2Y- Ne at? 2@-N 


2Y- Nest 8 22-N 


Abb. 6 (schematisch). Aufbauschritte im (N — Z) = f (2 y — nRest)-Diagramm 
g : 


Osterreichisches Ingenieur-Archiv, Band VI, Heft 2 (1952) 


J Das y=f(N)-Diag 


Zelle: (NY)-Werte der Reinelemente. 


(24) | (5.2) | (404) | (42.5) | 4.6) | C67) | (249) | (28,9) | Gorte) | (2:41) | (42 2) | (S04) | (62.15) [ (58 
I <3 a ot = L L i ii 
—}— + = — O o——|——4 
| a os BM [ 


He add KBHDD AA SY BiG 


i | bil EN 

4 = 19 1 33 27 os: | yo 55 a ae Le 
He, | Be | | | 9 89 ONY? | 
ie Se" seh Na. AC. hs ln oo Mn, wpe 93 AS; aoe ‘NG, ofl 
a ae ae ee 
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ec a 44 45 16 


Abb. 4. Die Umgebung der Reinelemente } 


| Eee 


2 | ae Be ee Save | a 

22 aes Le ce i aT Pride eeee eo: ; 

EET i amb COC 
+—t 


1 +H | 
Pr cit IVAN GIANNA 


mK 


WY, 


1o 30 ko 60 70 80 94 


Aves /catraniteers 
E aS SRR BHHEREER 
eae 
i) 


20 28 32 50 82 


be Globus II, Wien VI Abb. 5. Die Lage der Reinelemente und der 0, @-] 


ick Watzlawek. Die Bineutronen-Perioden der Reinelemente, II. Teil 


) | (100,19) | (408,19) pao) fab to 


43 
it 9 
* = 


Tes |, 


= = ge 65 


| 141 


y= f(N)-Diagramm 


2 


tit +}-4 


LLL I.Periode 


Eee 

AN 

peer 
As a OY NAN 


€im y=f(N)-Diagramm 


Springer-Verlag in Wien 


Die Bineutronen-Perioden der Reinelemente. 131 


Der Kernkirper 1 & = 4 £ beherrscht den gesamten Aufbau des y = f (N)-Diagramms 
(s. Abb. 5, Tafel). 


Die Folgerung, da der Kernkérper 1 ® = 4 £ hochstabil sein mu8, wird auch 
erhartet durch die Lage der v hats vokat- und noKz,o-Kerne im (N—Z)=f(2Z—N)= 
= f (2 ¥ — Mpegt)-Diagramm (s. Abb. 6). 
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Uber die Temperaturabhingigkeit der Querzahl der Metalle. 
Von F. Vitovec, Wien. 
Mit 2 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die Temperaturabhangigkeit der Querzahl wird aus Elastizitatsmodul 
und Kompressionsmodul errechnet. Fiir die Temperaturabhangigkeit des Elastizitatsmoduls liegen 
ausreichende Versuchswerte vor. Die Temperaturabhangigkeit des Kompressionsmoduls wird 
aus der Gitterenergie berechnet. Die Querzahl sinkt mit zunehmender Temperatur, wahrend 
der Temperaturgradient ansteigt. (Die Querzahl ist der Kehrwert der Poissonschen Zahl.) 


Summary. The temperature dependence of Poisson’s ratio is computed from the modulus 
of elasticity and the compressibility. Sufficient experimental data exist for the temperature 
dependence of the modulus of elasticity. The temperature dependence of the compressibility is 
computed from the lattice energy. Poisson’s ratio and the temperature gradient rises when the 
temperature is increasing. 


Résumé. La variation thermique du coefficient de Poisson est calculée du module d’élasticité 
et du module de compression. Pour la variation thermique du module d’élasticité il existe des 
valeurs d’essai suffisantes. La variation thermique du module de compression est calculée de 
Vénergie de réseau. Le coefficient de Poisson et le gradient de température montent avec la 
température qui augmente. 


Samtliche Elastizitaétskoeffizienten sind von Temperatur und Druck abhangig. 
Bei ein- und zweiachsigen Belastungen wird schon bei verhaltnismaBig geringen 
Spannungen die Elastizitaétsgrenze erreicht und es tiberlagern sich plastische Ver- 
formungen!. Die rein elastischen Verformungen sind daher im allgemeinen gering. 
Aus diesem Grunde kénnen in diesem kleinen Verformungsbereich die Elastizitats- 
koeffizienten mit groBer Annaiherung als konstant angesehen werden und das Hooke- 
sche Linearitatsgesetz gilt. Die durch Temperaturanderungen entstehenden Raum- 
inhaltsinderungen tibersteigen jene, welche durch mechanische Beanspruchung in den 
tblichen Belastungsarten hervorgerufen werden, ganz betrachtlich, weshalb die 
elastischen Higenschaften der Stoffe mit der Temperaturanderung in keinem linearen 
Zusammenhang stehen. 


Die versuchstechnische Ermittlung der Elastizitatskonstanten ist bei hdheren 
Temperaturen sehr schwierig, da die Elastizitaitsgrenze mit zunehmender Temperatur 
sehr stark absinkt. Erst das von F. Forster? entwickelte Verfahren, das die Er- 
mittlung des Elastizitatsmoduls mit Hilfe von Schwingungen kleiner Amplitude bei 
sehr kleinen Spannungen ermdglicht, gestattete die Bestimmung des Elastizitiits- 
moduls tiber einen sehr groBen Temperaturbereich. Umfassende Untersuchungen itiber 
die Temperaturabhangigkeit wurden in neuerer Zeit von W. Késter® nach diesem 
Verfahren ausgefiihrt. 

Ebenso wie der Elastizitaétsmodul ist auch die Querzahl von der Art der Gitter- 
bindung und vom Aufbau des Stoffes abhingig. Sie wird ebenfalls von Druck und 
Temperatur beeinflu8t. Unter der Querzahl m wird im folgenden das Verhaltnis von 


Lingsdehnung ¢ zu Querschrumpfung «, verstanden. Ihr Kehrwert ist die Poissonsche 
Konstante w. 


1 F. Vitovec: Uber die GréBe der Querzahl bei itberelastischer Verformung. Schweiz. Arch. 
16, 85—87 (1950). 
! » F. Férster: Ein neues MeBverfahren zur Bestimmung des Elastizitaétsmoduls und der 
Dampfung. Z. Metallkunde 29, 109—115 (1937). 
3 W. Késter: Die Temperaturabhangigkeit des Elastizitatsmoduls reiner Metalle. Z. Metall- 
kunde 39, 1—9 (1948). Uber eine Sondererscheinung im Temperaturgang von Elastizitaétsmodul 
und Dampfung der Metalle Kupfer, Silber, Aluminium und Magnesium. Z. Metallkunde 39, 


9—12 (1948). Betrachtungen tiber den Elastizitatsmodul der Metalle und Legi - 
ciieiboAade- ha eee und Legierungen. Z. Metall 
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Ungleich schwieriger noch als der Elastizitatsmodul ist die Querzahl versuchs- 
mafig zu bestimmen. Aus diesem Grunde liegen tiber die Temperaturabhiingigkeit 
der Querzahl nur sehr wenige Versuchsergebnisse und nur in einem kleinen Temperatur- 
bereich vor. Fiir elastizititstheoretische Berechnungen ist jedoch die Kenntnis der 
Querzahl bei héheren Temperaturen von wesentlicher Bedeutung, da sich naturgema 
mit der Temperatur auch der Spannungszustand in einem Konstruktionsteil andert. 

Bereits 1902 entwickelte Cl. Schaefert eine Formel, welche die Poissonsche 
Konstante w als Funktion der Temperatur und 
der Temperaturkoeffizienten des Dehnungs- und 


Gleitmoduls « und f darstellt: % 
1— « (t — 20 
1+ m= (1 Lo) Soe (1) = 


G. Angenheister® hat jedoch nachgewiesen, daB 
die lineare Extrapolation nicht zulissig ist und zu 
falschen Werten fiihrt. 

Da nun genaue Messungen iiber die Temperatur- 
abhangigkeit des Elastizitiitsmoduls vorliegen, be- g7 Bi Petite 
steht die Méglichkeit, die Querzahl m fiir ver- sea ae oy hie PAE 
schiedene Temperaturen aus dem Verhiiltnis von Abb. 1. Kompressionsmodul K in Ab- 
Elastizitaétsmodul Z und dem Kompressionsmodul K — héngigkeit_von der Rauminhaltsande- 
ee rung 0 = j-— 1, berechnet nach dem 


at in ee 0 
3 m—2 (2) Mieschen Ansatz fur n = 3 und n = 4. 


G8 


K= 
zu ermitteln. 

Fiir die Temperaturabhangigkeit des Kompressionsmoduls liegen ebenfalls wegen 
versuchstechnischer Schwierigkeiten nur sehr wenige MeBergebnisse und nur fiir einen 
kleinen Temperaturbereich vor. Es besteht jedoch die Moéglichkeit, die Temperatur- 
abhangigkeit des Kompressionsmoduls auf Grund der durch Temperaturainderung 
hervorgerufenen Rauminhaltsinderung aus der Gitterenergie zu berechnen. 

Bekanntlich kann man unter gewissen Voraussetzungen auch fiir Metalle die 
Gitterenergie Ug durch eine Beziehung von der Form 

Ug= a F (3) 
darstellen, wobei 4, B und » Konstante sind. Fir Metalle kann im Mittel n = 3 
gesetzt werden®. Die Konstante B laBt sich aus der Bedingung eliminieren, daB im 
Gleichgewichtsfalle (V = V,) die Gitterenergie ein Minimum besitzt: 


at 
B=+yv,?. (4) 
Weiters ist der Kompressionsmodul au 
K=V (See. (5) 
Setzt man fiir die Volumenanderung v 
= é) 
a= Ve ane? ( 
so ergibt sich fiir den Kompressionsmodul K aus den Gleichungen (3) bis (6): 
A “ness we 1 ye 
K=— FaB@ D9 +3 | 1) (==7) ; (7) 


4 Ol. Schaefer: Uber die Elastizitatszahlen einiger Stoffe mit niedrigem Schmelzpunkt. 
Drudes Ann. 9, 1124—1127 (1902). 

5 G. Angenheister: Beitrage zur Kenntnis von der Elastizitat der Metalle. Drudes Ann. 
11, 188—201 (1903). 

6 Th. Heumann: Zur Berechnung des Absto8ungsexponenten einiger kubischer Metalle aus 
der thermischen Ausdehnung. Naturwiss. 32, 296—297 (1944). 
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A kann aus dem bekannten Kompressionsmodul bei Raumtemperatur ermittelt 
werden. Es ist jedoch zu beachten, daB sich bei allotropen Umwandlungen V, andert. 

Nach E. Griineisen’ betrigt die gesamte Rauminhaltsinderung infolge Warme- 
dehnung zwischen dem absoluten Nullpunkt und der Schmelztemperatur fiir die meisten 
Metalle etwa 7%. Auf Grund der angegeben Kurven la8t sich die thermische Aus- 
dehnung innerhalb eines beliebigen Tempe- 
peraturgebietes abschatzen. Damit ist die 
Moéglichkeit gegeben, mit Hilfe von Gl. (7) 
die Temperaturabhiingigkeit des Kompres- 
sionsmoduls angenahert zu ermitteln. Ent- 
sprechende Werte sind fiir » = 3 und 
n = 4 in Abb. 1 dargestellt. 

Es sei im Hinblick auf obige Uber- 
legungen bemerkt, dafi der Kompressions- 
modul als Funktion der Temperatur (be- 
sonders fiir tiefe Temperaturen) nicht 
linear extrapoliert werden darf, da die 
Rauminhaltsinderung keine lineare Funk- 
tion der Temperatur ist. 

Mit Hilfe der nach G1. (7) angenaherten 
Ermittlung der Temperaturabhangigkeit 


des Kompressionsmoduls und der aus Ver- 

- | suchen bekannten Temperaturabhangig- 
0 G2 a4 06 a8 1/§ 70 keit des EHlastizitatsmoduls ist es, nun 
Abb. 2. Querzahl in Abhangigkeit von, der mdglich, die Querzahi fur verschiedene 
Temperatur. Temperaturen nach Gl. (2) zu berechnen. 


Als Beispiel ist in Abb. 2 die Querzahl in 
Abhiangigkeit von der Temperatur fiir «-Eisen, Kupfer und Aluminium dargestellt. Die 
Querzahl sinkt mit ansteigender Temperatur zunachst langsam und fallt erst bei An- 
niherung an den Schmelzpunkt rasch auf einen Wert groBer als 2 ab. In Tab. 1 sind die 


Tabelle 1. Querzahl im absoluten Nullpunkt m, und bei Schmelztemperatur m, 
verschiedener Metalle. 


| a | mo | w [om | mw | co | ag |. au | gn | ca | sn | Pb | Bb 

| | | | | | | 
my, | 3°00 | 3°28 | 4°30 | 3°50 | 4°00 | 2°90 | 3°20 | 2°40 | 3°77 | 3°60 | 3°25 | 2°33 | 3°00 
mM, 2°50 | 2°64 | 2°75 |.2°70 | 3°00.| 2°35 | 2°70 | 2°24 | 2°90 | 2°90 | 2°80 | 2°15 | 2°80 


Querzahlen einiger Metalle im absoluten Nullpunkt und im Schmelzpunkt eingetragen. 
Daraus ist ersichtlich, daf, entgegen vielfachen Annahmen, die Querzahl mit sinkender 
Temperatur weder dem Wert 4 zustrebt noch im Schmelzpunkt gleich 2 wird. Dies 
war auch vorauszusehen, da bei metallischer Bindung keine Zentralkrafte wirken, 
wie sie fiir die Cauchyschen Relationen vorauszusetzen sind und die Metalle im all- 
gemeinen vor dem Schmelzen noch eine Gestaltelastizitat besitzen wahrend erst im 
fliissigen Zustand m = 2 ist. Aus dem Verlauf der Temperaturabhingigkeit der Quer- 
zahl 1aBt sich auch auf deren Druckabhingigkeit schlieSen. Mit Hilfe des Elastizitats- 
moduls und der Querzahl kann der Gleitmodul G ermittelt werden. Auf Grund des 
Verlaufes in Abb. 2 ergibt sich, daB der Gleitmodul mit steigender Temperatur rascher 
absinkt als der Elastizitaitsmodul. 


e , Vel. a ee Grundri8 der physikalischen Chemie, 6. Aufl., S. 68. Leipzig: Akad 
e j ; ; 
riagsges (Eingegangen am 20. November 1951.) 
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Eine Réntgenréhre mit Durchstrahlanode zur Sekundirerregung 
von Réntgenspektren. 


Von H. Herglotz, Wien. 


Aus dem Institut fiir Experimentalphysik der Technischen Hochschule Wien. 


Mit 8 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Eine Réntgenréhre wird beschrieben, die es bei einfacher Konstruktion 
und Handhabung gestattet, Réntgenspektroskopie mit Sekundiirerregung zu betreiben, ohne die 
za untersuchenden Praparate in das Réhreninnere bringen zu miissen. An Hand von einigen 
Beispielen wird die Wirkungsweise der Réhre erliiutert. Die weitere Entwicklung soll einen Weg 
zur Uberwindung der ungerechtfertigten Zuriicksetzung der Réntgenspektroskopie gegeniiber der 
optischen weisen. 


Summary. An X-ray tube is described which makes it possible, in spite of its simple con- 
struction and handling, to carry out secondary emission X-ray spectroscopic work without putting 
the samples into the interior of the tube. The performance of the tube is explained by means of 
some examples. Some further explanations are intended to show that the disregard of X-ray 
spectroscopy against optical spectroscopy is unjustified. 


Résumé. On décrit un tube & rayons X qui malgré d’une construction et maniement simple 
permet de faire de la spectroscopie & rayons X, avec émission secondaire, sans étre obligé de mettre 
dans l’intérieur du tube les specimens qui sont & examiner. Moyennant quelques exemples on 
explique le fonctionnement du tube. Finalement, on montre que le passe-droit de la spectro- 
scopie & rayons X devant la spectroscopie optique n’est pas justifié. 


Die Réntgenspektroskopie bedient sich haufig der Fluoreszenzerregung, haupt- 
sichlich dann, wenn das zu untersuchende Praparat unter dem Elektronenbombarde- 
ment bei Primirerregung leiden wiirde. Die mit der Sekundarerregung verbundene 
betrachtliche Verlingerung der Belichtungszeiten wiegt den Vorteil, daB im Praparat 
keine schidliche Warmeentwicklung auftritt, besonders bei empfindlichen Praparaten, 
nicht auf. Den Intensititsverlust bei der Fluoreszenzspektroskopie moglichst gering 
gemacht und so an Belichtungszeit gewonnen zu haben, ist das Verdienst von 
v. Hevesy und Mitarbeitern??. 

Unangenehm wird vom Experimentator empfunden, daB die zu untersuchenden 
Substanzen sowohl bei primirer wie sekundarer Erregung der Roéntgenspektren in 
das Hochvakuum der Réhre gebracht werden miissen, wodurch sich Substanzen mit 
héherem Dampfdruck automatisch von der Untersuchung ausschlieBen. Glocker 
und Schreiber?®:+ haben, um diesem Mangel zu begegnen, ein Verfahren der Erregung 
in Luft entwickelt. 

Am Institut erschien es fiir die Bearbeitung gewisser Probleme ebenfalls zweck- 
maBig, das charakteristische Spektrum in Luft auBerhalb der Réhre zu erregen. Da- 
mit der Anodenbrennfleck so nahe als nur méglich an das Praparat, dessen Rontgen- 
spektrum untersucht werden soll, herankommt, wurde das Aluminiumfenster der 
Rohre selbst als Anode ausgebildet. 

Fiir informative Vorversuche diente eine Seemann-Universalréhre mit Lenard- 
fenster, die von H. Seemann auch schon zur Erregung in Luft herangezogen worden 
war’. Nach den hierbei gewonnenen Erfahrungen wurde dann die neue Réhre kon- 


1G. v. Hevesy, J. Béhm und A. Faessler: Z. Physik 63, 74 (1930), daselbst weitere 
Literatur. 

2 BR. Alexander und A. Faessler: Z. Physik 68, 260 (1931). 

3 R. Glocker und H. Schreiber: Ann. d. Phys. [4] 85, 1089 (1928). 

4 H. Schreiber: Z. Physik 58, 619 (1929). 

5 Mitteilungen des Seemannlaboratoriums Nr. 24 und 39. 
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struiert und in der Institutswerkstitte hergestellt. Der Aufbau der Réhre ist aus der 
Konstruktionszeichnung (Abb. 1) ersichtlich, wahrend Abb. 2 die Réhre neben der oben 
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Abb. 1. Réhre mit Durchstrahlanode. 1 Kathodenrohr, 2 An- 

schluBklemmen, 3 Durchfiihrungsisolator, 4 Glaszylinder, 

5 Gummidichtungen, 6 Isolierrohr, 7 Heizwendel, 8 Pumpen- 
anschluB, 9 Kithlwasseranschliisse, 10 Anodenschlitz. 


erwihnten Seemannrdhre 


‘mit Lenardfenster zeigt. 


iy. Die Abmessungen wurden 
bedeutend kleiner gewahlt 
als bei ihrem Vorbild, der 
Seemannrohre, entsprechend 
dem Charakter der Spezial- 
gegentiber der Universal- 
rohre. Dieses Bestreben, die 
Rohre klein zu halten, wurde 
nach unten begrenzt durch 
die Funkenschlagweite zwi- 
schen Kopf und Fuf der 
Rohre. Der RohrenfuB tragt 
an seiner zylindrisch gewolb- 
ten Stirnseite eine schlitz- 
formige Offnung von 2 mm 
Breite und 12 mm Lange, 
an den Seitenwanden sind 
der; Stutzen zum AnschluB 
an die Pumpe und die Kihl- 
wasseranschliisse angebracht. 
Der Rohrenfu’ ist hohl und 
wird vom Kiihlwasser durch- 
flossen. Uber den Schlitz an 
der Stirnseite wird eine 
Aluminiumfolie gezogen, die 
auf der polierten Flache satt 
aufliegt. Nur die Randzone 
ist zur Befestigung mit Zapon- 
lack bestrichen (Abb. 3), wo- 
durch. einmal  verhindert 
wird, da®s Lésungsmittel- 
daimpfe vom Zaponlack leicht 
in das Rohreninnere gelan- 
gen und das Vakuum ver- 
schlechtern; zum anderen 
wird in der Umgebung des 
Schlitzes ohne dazwischen- 
liegenden warmeisolierenden 
Zaponlack ein _ besserer 
Warmeaustausch zwischen 
Folie und gekiihltem Réhren- 
fuB erreicht. So bleibt die 


Folie vor Uberhitzung bewahrt und vertragt einen Strom von 10mA bei 25kV mehrere 
Stunden, ohne durchzuschmelzen. Es muB allerdings erwihnt werden, da8 nicht der ge- 
samte, am Milliamperemeter abgelesene Strom fiir die Erzeugung der Roéntgenstrahlung 
zur Vertiigung stehen mu8, sondern da& vielmehr je nach der Form des Kathodenstrahl- 
biindels ein Teil der Elektronen die Innenwiinde des RéhrenfuBes statt den Schlitz 
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Abb. 2. Réhre mit Durchstrahlanode @ und Seemannréhre mit Lenardfenster b. 


treffen kann. Die Innenseite der bei diesen Versuchen meist 20 dicken Folie war vorher 
mit einer etwa 0°3 uu dicken Kupferschicht bestaéubt worden. 0°3 ist die ungefihre Grenz- 
dicke von Kupfer fiir 25-kV-Elektronen® (25kV war die hiufigste Betriebsspannung der 
Anlage), in der also praktisch alle Elektronen absorbiert werden und die entstehende 
charakteristische Strahlung ein Maximum sein muf. Allerdings wird 
die austretende Intensitat infolge der Absorption innerhalb der Kupfer- 
schicht nicht optimal sein. Dies spielt aber in unserem Fall keine Rolle, 
da das Aufstiuben einer Kupferschicht von genau anzugebender Dicke 
ohnedies nicht méglich war. Der Intensitatsverlust in der Aluminium- 
tragertfolie ist wegen des geringen Absorptionskoeffizienten des Alumini- 
ums fiir Kupferstrahlung nicht allzu erheblich; die mit J (0) bezeich- 


nete, aus der Kupferschicht austretende Kupferstrahlung wird gema8 Lackschichte 
J (%) = J (0) -e-*?, uw = Absorptionskoeffizient Abb. 3. 
ae : a < Le eA Befestigung der 
eee Sa Dok Aluminiumfolie 
«= 2-10 cm, iiber dem Ano- 
um den Faktor 0°78 geschwacht. denschlitz. 


abate ee ee ee ee 
rae os Se = 


Abb. 4. Réhre mit Durchstrahlanode a an der Drehschieberpumpe, 6 an der Molekularpumpe. 


6 P, Lenard und A. Becker: Kathodenstrahlen, Handbuch d. Experimentalphysik, 8. 132. 


Leipzig 1927. . 
° M. Siegbahn: Spektroskopie der Rontgenstrahlen, 8. 469. Berlin: Julius Springer. 1931. 
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Bei Réhren mit Spiegelanode mu man gleichfalls eine Schwachung in Kaut 
nehmen, da auch hier die Strahlung durch ein Fenster nach auBen gelangen mub. 

Die Réhre wurde nach dem Vorbild von H. Stintzing® mit einer zweistufigen 
Drehschieberpumpe betrieben (Firma Edwards, London, angegebenes Endvakuum 
1-10-*mm Hg), wobei nach 20 Minuten Betrieb Sperrvakuum fiir 50 kV erreicht 


Ww Zn Wi Ca) 2 Ni 0 
a. —"“_, 
Ly Lp, Le, Kp Ka Lea lay a 
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Wla Guka (CrKa CrKa 


Abb. 5. a) Durchschnittliche Zusammen- Abb. 6. Filmschwaérzung (Photometerausschlag) in 
setzung der von der Anode ausgehenden Abhangigkeit von Réhrenspannung und -strom. 
Strahlung. Kopien von Fluoreszenzspek- 


trogrammen: 6) Kobalt mit Zinkstrahlung, es 
o) Chrowi cat kcaniocsttaklimpsiaeetmies wurde. Pumpe und Rohre waren nur durch 


auBerhalb des Schwenkbereichs). einen kurzen elastischen Tombakschlauch 
verbunden (Abb. 4a). Die probeweise Ver- 

wendung einer Molekularluftpumpe der Firma Triib, Tauber & Co., Ziirich (Abb. 4b) 
brachte keine Verbesserung des Vakuums und wurde daher wieder fallengelassen. Die kurze 
und weite Verbindung zwischen Pumpe und Rohre war erforderlich, um das Stutzen- 
vakuum der Pumpe zu erreichen, ein dazwischengeschalteter Hahn hatte diese einfache 


Spalt mit Sekundarstrahler 


Abb. 7. Schema des Spektrographen mit Réhre. 


und zeitsparende Betriebsart der Réhre in Frage gestellt. Die Pumpe enthiilt ein 
Riickschlagventil, das ein Zuriicksteigen von Ol in das Vakuum der Réhre nach dem 
Abschalten verhindert. Vor dem Offnen der Réhre wurden die Halteschrauben fiir 
den Glaszylinder am Réhrenfu8 gelést und durch Ziehen an dem Gummidichtungs- 
ring wie bei einem Hinsiedeglas Luft eingelassen. 


* H. Stintzing: Ergebn. techn. Roéntgenkunde, Bd. III, 8. 98—110. Leipzig 1933. 
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_ Nach mehrstiindigem Betrieb sank die Intensitaét der austretenden Strahlung, 
wohl infolge des Anwachsens der Anodenschicht, stark ab. Es muBten daher die Folien 
ofter erneuert werden, was keinerlei Schwierigkeiten bereitete. Das Auftreten von 
Zinklinien deutete auf eine Zerstiéiubung oder Verdampfung des messingnen Wehnelt- 
zylinders hin. In den weiteren Versuchen wurden die Folien nicht mehr vor dem 
Aufziehen mit Kupfer bestiiubt, sondern die Schicht, die sich infolge des Zerstiubens 
bzw. Verdampfens des Wehneltzylinders bildete und in der Zink vorherrschend war, 
als Anodenschicht beniitzt. 

Die durchschnittliche Zusammensetzung der von der Durchstrahlanode ausgehenden 
Strahlung zeigt schematisch Abb. 5a, auf der auch die schwichsten, auf Reproduk- 
tionen nicht sichtbaren Linien einge- Adscuntar 
tragen sind (Abb. 5b und c sind Kopien 4 | Aprimar 
von Fluoreszenzspektrogrammen). 

Zur Feststellung der wirtschaftlich- 
sten Arbeitsweise wurden mit der aus 
der Anode austretenden Strahlung 
Schwarzungsmarken bei verschiedenen 
Betriebsbedingungen (Strom, Span- 
nung) aufgenommen und photometriert. 
Das Ergebnis ist in Abb. 6 wiederge- 
geben. Daf die Kurven bei héherer 
Spannung zusammenriicken, liegt wohl 
sowohl an dem Gesetz fiir die Intensitits- 
abhangigkeit von der Spannung bei der 
Erregung charakteristischer Strahlung?® 
als auch am Schwarzungsgesetz, das 
hier nicht mehr linear ist. 

Die Verwendbarkeit der Réhre zur Abb. 8. Quotient aus den Photometerausschligen 


Fluoreszenzanresung wurde auf folgen- 1° Ko-Dubletts verschiedener sekundaér erregter 
ee ome . Elemente und des primaren Zn-K «-Dubletts (beide 


dem Wege erprobt: unaufgelést) in Abhangigkeit von der ,,Konzentra- 
Hine groBe Siemens-Debye-Kamera tion** des sekundar erregten Elements. 


(Durchmesser des Filmkreises = 

= 1146 mm) wurde durch wenige Handgriffe in einen Bragg-de-Broglie-Spektro- 
graphen mit Steinsalz als Kristall und einem Filmkreis von 160 mm Durchmesser ver- 
wandelt. Der Spalt des Spektrographen wurde mit Filtrierpapier bedeckt, in dem die anzu- 
regenden Substanzen als Lésungen bekannter Konzentration aufgesaugt und dann ge- 
trocknet worden waren. In so hergestellten Sekundirstrahlern war eine einigermaBen 
homogene Verteilung der Substanzen anzunehmen und zudem konnte eine ,,Konzen- 
tration‘ des zu untersuchenden Elements in Gramm pro Quadratzentimeter Filtrierpapier 
angegeben werden. Die Réhre wurde dem Spektrographen bis auf 1 mm Abstand 
Anode—Spalt genihert. Abb. 7 gibt die Anordnung schematisch wieder. Als Pra- 
parate dienten CrO,, K,Cr,0,, MnCl, - 4 H,O, FeSO,: 7 H,O und Co(NOs) : 6 H,0. 

Die Aufnahmedaten betrugen bei den meisten Aufnahmen: 


8 10 42 44 46 Ty ae 
Gas 10 


25 kV Rohrenspannung, 

10 mA Rohrenstrom, 

20° Kristallschwenkbereich, 

0-2 mm Spaltbreite, 

1» Expositionszeit. 

Verwendeter Film: Schleufiner Doneo. 


® M. Siegbahn: Spektroskopie der Réntgenstrahlen, 8. 150ff. Berlin: Julius Springer. 1931. 
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Die Aufnahmen wurden mit einem Mikrophotometer der Firma Hilger, London, 


: A sekundar : 
photometriert und der Quotient Apnea & das heiBt Photometerausschlag des 


unaufgelésten Ka-Dubletts des sekundar erregten Elements au dem des primaren 
unaufgelisten ZnKa-Dubletts als Funktion der ,,Konzentration des Praparats in 
gicm? (siehe weiter oben) aufgetragen. 

Abb. 8 zeigt die Ergebnisse. Optimale Anregung ist, wie zu erwarten, beim Kobalt, 
dessen Absorptionskante der anregenden Strahlung am nachsten liegt?®, festzustellen. 
Ebenfalls war vorherzusehen, daB es eine optimale ,,Konzentration’‘ des anzuregenden 
Elements gab, unterhalb dieser wird ein zu groBer Teil der primaren Strahlung un- 
genutzt hindurchgehen, bei zu hoher Konzentration dagegen wird die entstandene 


Fluoreszenzstrahlung stark absorbiert werden. Wegen des Einflusses der Absorption 


aM: J sek 
des Priparats auf den Koeffizienten ware 


bindungspartner bzw. Mischungspartner des Elements, das sekundar erregt wird, 
nicht gleichgiiltig?®. 

Der bei hdheren Intensitaéten nicht mehr lineare Zusammenhang zwischen Inten- 

: . A sek 

sitit und Photometerausschlag ist nicht ohne Einflu8 auf den Quotienten 7 rim - Es 
erkliren sich so die groBen Abweichungen vom wahrscheinlichen Kurvenverlauf. 
Den eingezeichneten Kurven kommt aus diesem Grund und da sie zudem nur auf 
wenigen MeBpunkten beruhen, nur halbquantitativer Charakter zu. 

Es ist beabsichtigt, in einer folgenden Mitteilung tiber die Weiterentwicklung der 
Anlage sowie tiber weitere Anwendung der Durchstrahlanodenréhre zu berichten. 

Meinem verehrten Lehrer, Prof. Dr. F. Regler, méchte ich fiir die Anregung zu 
dieser Arbeit, fiir sein stets forderndes Interesse und seine Unterstiitzung in appara- 
tiver Hinsicht ergebenst danken. 

Die Arbeit wurde unter dankenswerter Mitwirkung des Herrn Josef Jusko 
durchgefiihrt. 


2 


(J = Intensitat) ist naturgemai® der Ver- 


10 G. v. Hevesy, J. B6hm und A. Faessler, l. c. 
(Eingegangen am 16. November 1951.) 


Buchbesprechungen. 


Adhesion and Adhesives. Herausgegeben von N.A.de Bruyne und R. Houwink. Mit 205 Text- 
abb., XV, 5178. New York-Amsterdam-London-Briissel: Elsevier Publishing Company. 1951. 
Geb. 70s. 


Die Herausgabe des vorliegenden Handbuches wber ,,Haften und Haftmittel’’ entspricht 
einem seit langem empfundenen Bediirfnis nach einer wissenschaftlich fundierten, zusammen- 
fassenden Darstellung des so wichtigen Fachgebietes. Die Herausgabe der umfassenden Schrift 
wurde durch die Mitarbeit zahlreicher Fachleute erméglicht, welche die ihrem besonderen Fach- 
gebiet entsprechenden Abschnitte verfaBt haben. 

Der erste Teil beginnt mit den allgemeinen Bedingungen fiir das Anfeuchten und Haften. 
Die Haftfestigkeit ist grundsatzlich bedingt durch die molekularen Krafte. Diesen ist ein ge- 
sonderter Abschnitt gewidmet. Von wesentlicher Bedeutung sind die FlieBeigenschaften der 
Klebemittel sowohl fiir das Auftragen als auch fiir die Haftfestigkeit. In diesem Abschnitt werden 
unter anderem auch die Eigenspannungen sowie der EinfluB der Temperatur besprochen. Einen 
weiten Raum nimmt das Verhalten der Haftverbindungen bei statischen Beanspruchungen ein. 
Ausfiihrlich wird auf den Einflu8 der unterschiedlichen Eigenschaften von Haftmittel und den 
zu verbindenden Teilen eingegangen und der wahre Spannungsverlauf bei den verschiedenen 
Verbindungsarten beriicksichtigt. Den verschiedenen Mefverfahren zur Priifung von Kleb- 
verbindungen ist ein gesonderter Abschnitt gewidmet. Hier wird unter anderem ein Verfahren 
besprochen, bei dem das Klebemittel selbst als photoelastisches Medium dient, so da die 
Spannungsverteilung naturgetreu ermittelt werden kann. 

Der zweite 'Teil des Handbuches behandelt vor allem technologische Fragen der verschiedenen 
Haftmittel. Im Abschnitt itiber organische Klebstoffe werden naturgemaB jene tierischen, 
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pflanzlichen und synthetischen Ursprungs getrennt besprochen. In dieser Reihe nimmt Bitumen 
ein gesondertes Kapitel ein. Dem Umfang und dem Rahmen des Buches entsprechend konnten 
unter den zahlreichen anorganischen Bindemitteln die hydraulischen nur eine knappe Darstellung 
erfahren. In diesem Abschnitt nimmt jedoch das Natriumsilikat als Bindemittel einen breiten 
Raum ein. Auch dem Gummi als Klebstoff und Uberzugsmaterial ist ein eigenes Kapitel gewidmet. 
Dem weitgespannten Begriff des Titels des Buches entsprechend wurde ein besonderer Abschnitt 
uber Létverbindungen aufgenommen und die chemisch-physikalischen Grundlagen sowie die 
mechanischen Higenschaften behandelt. Ein Kapitel iiber die physikalischen Priifverfahren zur 
Untersuchung von Haftmittel und Haftverbindungen bildet den Abschlu8. 

Das vorliegende Handbuch der durch andere Veréffentlichungen bereits bekannten Heraus- 
geber stellt sowohl in theoretischer als auch in technologischer Hinsicht den gegenwiartigen Stand 
unseres Wissens auf diesem Gebiete umfassend dar. Der besondere Wert der Darstellung liegt 
aber vor allem in ihrer kritischen Behandlung. Wo immer Liicken bestehen, wird auf diese ent- 
schieden hingewiesen, so daB der Leser nicht nur mit den Ergebnissen des behandelten Gebietes, 
sondern auch mit seinen zahlreichen Problemen vertraut wird. Dem Wissenschaftler bietet das 
Buch fiir die theoretische und experimentelle Forschung wertvolle Anregungen, wihrend die 
technologische Behandlung des Stoffes dem praktisch tiatigen Technologen von groBem Wert 
sein wird. F. Vitovee und V.Gutmann, Wien. 


Tafeln und Tabellen zur Festigkeitslehre. Von L. Foppl und G. Sonntag. Mit 305 Abb., 138 S. 
Miinchen: R. Oldenbourg. 1951. 


Der durch seine Arbeiten auf dem Gebiet der Elastizitats- und Festigkeitslehre verdienstvolle 
Verfasser hat in dem vorliegenden Werk die Ergebnisse der neuen Untersuchungen zusammen- 
gestellt, die bisher nur in der Zeitschriftenliteratur verstreut zu finden waren. Da gerade diese 
Untersuchungen fiir die modernen Bauweisen, besonders im Stahl- und Stahlbetonbau von aus- 
schlaggebender Bedeutung sind, ist durch das Buch von Féppl-Sonntag eine Liicke ausgefiillt 
worden, die hauptsachlich von den in der Praxis stehenden und mit statischen Arbeiten befaBten 
Ingenieuren seit Jahren recht schmerzlich empfunden wurde. 

Aus dem Inhalt des Werkes seien insbesondere die Kapitel iiber ungestérte Spannungszustinde, 
Kerbspannungen und Stabilitaétsprobleme hervorgehoben. Hierbei haben auch die Hinflu8flachen 
von Platten auf Grund der Untersuchungen von A. Pucher Aufnahme gefunden. Nebst dem 
Grundsitzlichen, das in einer Kennzeichnung der einzelnen Probleme und in einer Zusammen- 
stellung der wichtigsten Ergebnisse besteht, wird tiberall auch die beztigliche Literatur zur Er- 
moglichung einer weiteren Vertiefung im Gegenstand mitgeteilt. H. Czitary, Wien. 


Die Maxwellsche Theorie in verinderter Formulierung. Von JL. Kneissler. X, 518. Wien: 
Springer-Verlag. 1949. S 24.—, sfr. 6.60, $1.50, DM 6.—. 

Die vorliegende inhaltsreiche theoretische Entwicklung einer veranderten Formulerung der 
Maxwellschen Theorie geht zuriick bis auf das Jahr 1940, in dem die Untersuchungen im ,,Archiv 
far Elektrotechnik (Berlin), Bd. 34, begonnen wurden. Der Verfasser weist darauf hin, da 
die Schwierigkeiten, die bei der Darstellung des magnetischen Feldes bei Vorhandensein ferro- 
magnetischer Stoffe auftraten, die Veranlassung zu diesen Untersuchungen gegeben haben. 

Im AnschluB an einen bereits von Maxwell skizzierten Weg wird der Begriff der magnetischen 
Menge aufgegeben. An ihrer Stelle werden Molekularstréme als Ursache des stofflich bedingten 
Feldes eingefiihrt. Man erhalt dann die Grundgleichungen in der gleichen Form, wie sie die 
Grundgleichungen der Elektronentheorie von H. A. Lorentz haben. AnschlieBend wird eine 
Kontinuumstheorie des elektromagnetischen Makrofeldes entwickelt. Diese vom Verfasser als 
,.Variante’ bezeichnete Theorie ist von gréBter Einfachheit; ausgezeichnet durch ein elektrisches 
und ein magnetisches Feld und eine Art von Elektrizitiitsmengen. Die stofflichen Charakteristiken, 
die noch in Formen von Verkniipfungsgleichungen zu den Grundgleichungen der Maxwellschen 
Theorie hinzutreten, fallen hier weg. Uber das elektromagnetische Verhalten der Materie kann 
nichts ausgesagt werden. Ausgehend von den neuen Grundgleichungen werden dielektrische 
Stoffe, magnetisierbares Material und das allgemeine elektromagnetische Feld untersucht. 

Das geistreiche Biichlein wendet sich in gleicher Weise an Physiker und Elektrotechniker 


und wird von jedem Theoretiker dieser Facher mit groBem Interesse studiert werden. 
R. Bruniak, Wien. 


Zur mathematischen Theorie elektromagnetischer Schwingungen. Von C. Miiller. (Abhandlungen 
der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin. Mathematisch-naturwissenschaftliche 
Klasse; Jahrgang 1945/46, Nr. 3.) Mit 6 Textabb., 56S. Berlin: Akademiec-Verlag. 1950. 

Die Untersuchung setzt oszillierende Funktionen voraus und spielt sich entsprechend im 
komplexen Bereich ab. Es wirkt etwas bizarr, wenn gleich anfanglich auch der magnetische 
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Strom eingefiihrt wird; eine solche ,,Symmetrierung“ ist vom Asthetischen Standpunkt ver- 
standlich, vom sachlichen aber weniger gerechtfertigt. Behandelt werden zuerst die Vorgange 
in homogenen, dann in inhomogenen Medien. Bezug genommen wird unter anderen auf die Ar- 
beiten von Kellog, Sommerfeld, Stratton. 

Das Gebiet der elektromagnetischen Vorginge erfordert zu seiner Erfassung oder auch nur 
Aufhellung in manchen Abschnitten einen auf erordentlichen Aufwand mathematischer Ent- 
wicklungen. Insbesondere das hier genauer behandelte Ausstrahlungsproblem reicht in eine noch 
unergriindete Tiefe. Wenn EHinfachheit das Kennzeichen der Wahrheit ist, dann sind wir von 
dieser in diesem Bereich noch weit entfernt. Jedenfalls hat sich der Verfasser seine Aufgabe 
nicht leicht gemacht und einen Baustein zu den Problemen der elektromagnetischen Schwin- 
gungen geliefert. L. Kneissler, Wien. 


Mathematical Engineering Analysis. Von R. Oldenburger, Mit 220 Textabb., XIV, 4268. New 
York: The Macmillan Company. 1950. Geb. $ 6.—. 


Wenn man den Titel etwa iibersetzt ,,Mathematische Untersuchungen im Ingenieurwesen”, 
so kennzeichnet man damit auch gleich den Charakter des Werkes. Es bietet Ausschnitte au 
allen Gebieten der Mechanik, aber auch aug Warmelehre und Elektrizitat. 

Das Buch hat keinerlei Ahnlichkeit mit einem kurzgefaBten Lehrbuch der Physik, vielmehr 
wird vom Leser die Kenntnis der physikalischen Grundgesetze vorausgesetzt. Auch an die 
mathematischen Vorkenntnisse werden einige Anforderungen gestellt. Der Leser mu mit dem 
Lésen von Differentialgleichungen, mit Gebietsintegralen und den Satzen der Vektoranalysis 
vertraut sein. Der Autor fordert den Leser geradezu auf, diese Kenntnisse zu erwerben, denn 
,... wer in der Forschung titig ist, kann nie genug Mathematik lernen™. 

Das Werk wendet sich also an Ingenieure, die in Forschung und Entwicklung tatig sind und 
will Anregungen geben, technische Probleme auch durch theoretische Behandlung zu losen. Nach 
Ansicht des Autors gibt es geniigend Fille, in denen eine theoretische Untersuchung rationeller 
ist als eine experimentelle. Der Zweck dieses Buches soll es nun sein, hierfiir emen Weg zu 
weisen. Dieser Weg geht von den als bekannt vorausgesetzten physikalischen Tatsachen aus 
und zeigt, wie sich daraus viele grundlegende Probleme der Ingenieurwissenschaften in mathe- 
matisch-theoretischer Form lésen lassen. Dabei wird besonders darauf hingewiesen, welche 
vereinfachende Annahmen jeweils notwendig, aber auch zulassig sind, um eine exakte mathe- 
matische Behandlung zu ermdglichen. 

Auf diese Weise entsteht eine Darstellung des Stoffes, die, zunachst unzusammenhangend, 
wie eine bloBe Beispielsaammlung anmutet. Als solche scheint das Buch aber auch gedacht zu 
sein, nimlich Beispiele dafiir zu bieten, da sich die Mathematik bei allen méglichen technischen 
Problemen anwenden lat. In diesem Sinne mag das Buch fiir Studierende an unseren technischen 
Hochschulen wertvoll sein, die nach vier Semestern Mathematikvorlesung oft die Frage stellen, 
ob sie denn das mithsam Gelernte auch jemals im Beruf werden brauchen kénnen. Ob das Buch 
den beabsichtigten Zweck wirklich erfillt, miBte freilich erst die Aufnahme in der Praxis zeigen. 

Einige Kapitel des Buches sind tibrigens abweichend von der oben beschriebenen Art ab- 
gefaBt. Und zwar die Kapitel tiber Entropie und tiber elektromagnetische Felder. Hier bemiht 
sich der Verfasser, nur einen Uberblick tiber die physikalischen Tatsachen zu geben. Anwendungs- 
beispiele aus der Technik fehlen. Dies ist schade, denn im Kapitel iiber elektromagnetische Felder 
lieBe sich geradezu ein Standardbeispiel fir mathematisch-theoretische Betrachtungsweise eines 
Problems in den Berechnungen der Polschuhformen des Betatrons geben. 

169 Aufgaben samt Lésungen erhéhen den Wert des Buches fiir Studierende. 

H. Haberl, Wien. 


Grundlagen der Aeromechanik und Flugmechanik. Von A. Préll. Mit 278 Textabb., XVI, 612 S. 
Wien: Springer-Verlag. 1951. Geb. S 240.—, sfr. 49.50, $11.50, DM 48.—. 


Das Buch erfiillt zwei Aufgaben: Es gibt, wie sein Titel sagt, eine grundlegende lehrbuch! 
maBige Darstellung des Gesamtgebietes der Aeromechanik und Flugmechanik und fiillt so eine 
schon lang bestehende Liicke. Dariiber hinaus hat der Verfasser aber auch einen sehr brauchbaren 
Fuhrer durch die neuere aerodynamische Literatur geschaffen. 

Im ersten Hauptteil (Aeromechanik) bereitet die Besprechung der physikalischen Grundlagen 
und anschlieBend der Kinematik und Dynamik der Strémungen auf die eigentliche Flugaero- 
dynamik vor. Obwohl diese Abschnitte allgemein gehalten sind, wird schon hier durch Be- 
merkungen und Beispiele auf die Erfordernisse der Flugtechnik Bezug genommen. 

Die eigentliche Flugzeugaerodynamik beginnt mit einer ausfiihrlichen Darstellung der Fligel- 
profiltheorie; dabei wurden auch neuere Arbeiten auszugsweise beriicksichtigt, z. B. von Betz, 
Keune, Theodorsen und Weinig. Im selben Abschnitt wird auBerdem noch die Berechnung 
der Potentialstromung um achsensymmetrische Kérper besprochen. 
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Der nachste Abschnitt behandelt die Strémung mit Widerstand, wobei besonders einer 
eingehenden Darstellung der Grenzschichttheorie und ihrer Anwendungen viel Raum ge- 
widmet ist. 

Es folgt die Untersuchung des Tragfliigels endlicher Spannweite (ritumliches Problem). Der 
nemeatruleeiy taitige Ingenieur wird es besonders begriiBen, da das einfache Naherungsverfahren 
von O. Schrenk wiedergegeben ist. Mit dessen Hilfe kann man die Auswirkung konstruktiver 
Anderungen auf die Beanspruchung des Tragfligels schnell und mit ausreichender Genauigkeit 
ermitteln. Auch der Doppeldecker wird in diesem Abschnitt noch eingehend behandelt. 

Abgeschlossen wird der aeromechanische Teil mit einem Uberblick iiber die Gasdynamik, 
was feceniers im Hinblick auf die moderne Entwicklung der Diisen- und Raketenflugzeuge 
sehr wertvoll ist. AuBer den Grundlagen dieses Wissenszweiges findet man auch einiges iiber 
Profilformen, Auftrieb, Wellenwiderstand und induzierten Widerstand im Uberschallbereich. 

Der zweite Hauptteil (Flugmechanik) beginnt mit der Erlaiuterung der wichtigsten flug- 
mechanischen Begriffe und Diagramme, dann folgt ein allgemeiner Abschnitt iiber Flugleistungen, 
der sich mit dem Triebwerk, der Luftschraube ind mit ihrem Zusammenwirken beim Flug befaBt. 
In diesem Zusammenhang wird auch ein Uberblick iiber die Theorie der Luftschraube und ihre 
Anwendungen gegeben. AuBerdem findet man zahlreiche graphische Darstellungen von Versuchs- 
ergebnissen vorwiegend amerikanischer Herkunft. Zahlenbeispiele erhéhen noch die Brauch- 
barkeit dieser Hilfsmittel. 

Im nachsten Abschnitt bespricht der Verfasser die Geschwindigkeitsleistungen des’ Flug- 
zeuges. Auch hier werden wieder ausfiihrliche Unterlagen fiir den Entwurf geboten und durch 
Zahlenbeispiele vervolistindigt. Dasselbe gilt fiir den IV. und V. Abschnitt, in denen die Be- 
rechnungen der Steigleistungen und der Reichweite behandelt werden. 

Im Abschnitt VI werden nichtstationire Flugzustiinde besprochen, wobei fiir die Praxis 
besonders die Untersuchung von Start- und Landevorgang wichtig ist. Ferner wird auch noch 
der Einflu8 kleiner Anderungen der Hauptdaten eines Flugzeuges auf die Flugleistungen unter- 
sucht. Kin wertvolles Hilfsmittel fir den Entwurfsingenieur. 

Die beiden letzten Abschnitte sind hauptsichlich der Untersuchung der statischen und 
dynamischen Stabilitat gewidmet. Diese ist unter Beniitzung auch neuerer Literatur (J akobs, 
Braun-Scharn, Schlichting-Ulrich, Solf) so eingehend durchgefiihrt, da der Leser 
alle wichtigen Aufgaben der Praxis lésen kann. Erwahnenswert ist unter anderem ein Na&herungs- 
verfahren des Verfassers, das zu einer schnellen ersten Orientierung tiber die dynamische Stabilitat 
sehr geeignet erscheint. Betrachtungen iiber Kunstflug, Steuerwirkung sowie Autorotation 
und Trudeln sind ebenfalls im letzten Abschnitt enthalten, der auch noch einige Angaben uber 
Flugzeugstatik bringt (Belastungsfalle, Beanspruchungsgruppen u. a. m.). 

Zusammenfassend kann gesagt werden, da jeder, der sich mit Fragen des Flugzeugbaues 
oder der Luftfahrtforschung befaBt, dieses reichhaltige Buch braucht. Dariiber hinaus wird 
es auch allen, die sonst in der Strémungstechnik tiatig sind, wertvolle Anregungen und Unter- 
lagen bieten. EH. Souczek, Wien. 


Experiments on Aerodynamic Cooling. Von L. F. Ryan. — Untersuchungen an einem Gegenlauf- 
propeller im Windkanal.. Von M. Degen. (Mitteilungen aus dem Institut fiir Aerodynamik an 
der EHidgenéssischen Technischen Hochschule in Ziirich. Herausgegeben von J. Ackeret: Nr. 18.) 
Mit 30 und 17 Textabb., 658. Ziirich: Verlag Leemann. 1951. 


Die bekannten und ausgezeichneten Mitteilungen aus dem Zitiricher aerodynamischen Institut 
bringen in ihrer letzten Nummer zwei interessante Untersuchungen, von denen die erste die 
Bestimmung der Oberflachentemperaturen von Kérpern im Luftstrom mit Unterschallgeschwindig- 
keit behandelt und die zweite die Ergebnisse von Messungen an einem Gegenlaufpropeller, der 
schon vor Jahren entwickelt wurde, in schénen Diagrammen darstellt. 

In der ersten Arbeit wurden Druck- und Temperaturmessungen an Kreiszylindern, Halb- 
zylindern, zylindrischen Kérpern und am Halbk6érper gemacht. AuBerdem findet man eine 
Anzahl von Temperaturverteilungsmessungen an der Oberseite eines NACA-Profils fiir verschie- 
dene Machzahlen und Anstellwinkel. Auch im Ablésungsgebiet wurden vom Verfasser die 
Temperaturen, die in Ubereinstimmung mit einer fritheren Beobachtung von Eckert und Weise 
sehr tiefe waren, gemessen und Schlierenaufnahmen gemacht. Die Messungen sind sehr prazise 
aufgebaut und durchgefiihrt worden. Auch die Theorie wurde herangezogen und entsprechende 
Vergleiche angestellt. 

In der zweiten Arbeit findet man schéne Schub- und Drehmomentmessungen in Verbindung 
mit verschiedenem Fortschrittsgrad und Blattwinkel. Wie der Verfasser richtig bemerkt, ware 
es sehr interessant, solche Versuche in Hochgeschwindigkeitskanilen fortzusetzen. 

Beide Arbeiten sind eine schéne Bereicherung der aerodynamischen Forschung, 

R. Bruniak, Wien. 
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Dielectric Breakdown of Solids. Von S. Whitehead. (Monographs on the Physics and Chemistry 
of Materials. Herausgegeben von W. Jackson, H. Frohlich, N. F. Mott.) Mit 75 Textabb., 
XV, 2718. Oxford: At the Clarendon Press. 1951. Geb. 25s. net. 


Das Buch bildet den 8. Band der ,,Monographs on the Physics and Chemistry of Material‘, 
die sich die Zusammenfassung der letzten Ergebnisse der theoretischen und experimentellen 
Forschung auf dem Gebiete der Materialuntersuchung zur Aufgabe gemacht hat. Es setzt die 
in derselben Serie erschienenen Untersuchungen des Professors Frohlich, Theory of Dielectrics, 
Dielectric Constants and Dielectric Loss, fort. Die auf diesem Gebiet erzielten Fortschritte gehen 
parallel zu der in letzter Zeit erlangten gewaltigen Erweiterung der theoretischen und praktischen 
Erkenntnisse der Struktur der Materie. Gewisse Schwierigkeiten beim Studium des Buches 
macht die wechselweise Verwendung des praktischen M. K. 8. und des physikalischen Gauf- 
Systems. Die sieben Kapitel, in die das Buch eingeteilt ist, sind in sich abgerundet und lassen 
sich auch einzeln zum Studium und zur Information verwenden. Es wendet sich hauptsachlich 
an die Physiker der Universititen, des 6ffentlichen Dienstes, der Industrie und in den Laboratorien. 

EH. F. Petritsch, Wien. 


Berichtigung. 


Osterreichisches Ingenieur-Archiv, Band V (1950), S. 129—137. M. Z. v. Krzywoblocki, On 
Complete Forms in a-Turbulent Three-Dimensional Flow of Compressible Viscous Fluid. 


Recently, there took place a discussion on proper forms of equations of continuity 
and state in the so-called mixing length theory (Applied Mechanics Review, 4, 7, July, 
1951, p. 396). 

In connection with the discussion the author emphasizes the fact that in Kq. (7) 
of the original paper it is assumed that the fictitious mean flow satisfies in itself con- 


tinuity equation and that the pressure p = py + p’ = po = RF oy Ty always obeys the 
equation of state of perfect gases. This means that all the other terms which arise 
from the averaging process in the equation of state must vanish. But Eq. (7) is not 
utilized in any of the proposed tensors. Consequently, any other form of Eq. (7) can 
be used without any changes in the proposed tensors. This may only add a few new 
tensors or vectors for the new forms of those two equations. The discussion which 
forms of the equations of continuity and state are correct is beyond the scope of the 
present paper. In the case one wants to preserve more terms in the equation of state, 
if may arise that the average quantities will no longer satisfy the equation of a perfect 
gas. Certain remarks on that subject are in L. G. Alexander, T. Baron, E. W. 
Comings. Transport of Momentum, Mass and Heat in Turbulent Jets, University 
of Illinois, Engineering Experiment Station, Technical Report No. 8, Contract 
N 6-Ori-71, Task Order No. XI, Office of Naval Research, Navy Department, 
September 1950. The authors that report arrived to the conclusion that if 9’ is not 
identically equal to zero, then the ideal gas law is not satisfied by the mean components 
of pressure, temperature and density. On may maintain that all such discussions are 
of an academic character since anyhow the assumption underlying the mixing length 
hypothesis are highly problematic and, theoretically, uncertain. 


Die Ubersetzungen der Zusammenfassungen wurden vom Dokumentations-Zentrum der Technik, Wien, durchgefiihrt. 


Herausgeber und Higentiimer: Springer-Verlag in Wien I, Mélkerbastei 5. — Fiir den Inhalt verantwortlich: Prof. Dr. Franz 
Magyar, Wien IV, Technische Hochschule, Karlsplatz 13. — Druck: Manzsche Buchdruckerei, Wien IX, Lustkandlgasse 52. 
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et rdumliche Rahmentragwerke 


Von 
Dr.-Ing. Viktor Kupferschmied 


Oberingenieur der Zentralverwaltung der Bauunternchmung Carl Brandt, Diisseldorf 


Mit 252 Textabbildungen. VII, 196 Seiten. 1952 
Ganzleinen § 174.—, DM 35.70, $ 8.50, sfr. 37.— 


Ebene und raéumliche Rahmentragwerke lassen sich auf einheitlicher Grundlage berechnen. Der Verfasser geht dabei von 
dem Nachweis aus, da8 der durch die Belastung eines Rahmens verursachte Formiinderungszustand aus bekannten Form-. 
anderungszustinden abgeleitet werden kann, Als Ausgangssystem wird der ,,Rahmen mit verschieblichen, aber unver- 
drehbaren Knoten“ eingefiihrt, ein System, das sich fiir jeden Verschiebungszustand einfach berechnen lift, da in ihm 
alle Stiibe in den Knoten fest eingespannt sind. Die praktische Anwendung der Methode wird durch eine Reihe von 
Zahlenbeispielen erleichtert, die so gewihlt sind, daB in Anlehnung an sie jede Rahmenform bei beliebiger Belastung 
berechnet werden kann. Die grundlegenden Gedanken der Behandlung der Rahmentragwerke in der vorliegenden Art folgen 
aus der ,,Deformationsmethode“s von Ostenfeld (Verlag Julius Springer, Berlin 1925) und dem Momentenausgleichs- 
verfahren von Cross. Das Buch wendet sich in erster Linie an den angehenden Ingenieur. Einige Kapitel, wie z. B. die 
Berechnung von Rahmen mit Zugbiindern, die Vereinfachungsméglichkeiten bei der Berechnung riumlicher Rahmentragwerke 
durch Wahl bestimmter Stabquerschnitte, die Berechnung von durch Decken ausgesteifter riumlicher Rahmentragwerke und 
namentlich die im Anhang gebrachte unmittelbare Berechnung des zweiteiligen Stockwerkrahmens und des Virendeeltragers 
sind aber auch fiir den erfahrenen Konstrukteur von gré8tem Interesse. 


Soeben erschien: 


Dampferzeugung 


Dampfkessel, Feuerungen 


Theorie, Konstruktion, Betrieb 
Von 


- a. 0. Prof. Dipl.-Ing. Dr. techn. Maximilian Ledinegg 


Technische Hochschule Wien 


Mit 415 Textabbildungen; davon 8 als Ausschlagtafeln. XTI, 427 Seiten. 4°. 1952 
Ganzleinen S 396.—, DM 79.—, $ 18.80, sfr. 81.80 


Die Entwicklung des modernen Kesselbaues, die mit der Hinfiihrung des Hochdruckdampfes ihren Anfang nahm, ist seither 
stindig in Flu8 geblieben und hat gerade in der neuesten Zeit bedeutende Fortschritte gemacht. Dasselbe gilt fiir die 
Feuerungstechnik und die Theorie der Vorgiinge bei der Dampferzeugung. Der Studierende, der Konstrukteur und der Betriebs- 
mann werden daher ein Buch begriiBen, das iiber den gegenwirtigen Stand auf diesem wichtigen und vielseitigen Gebiet 
Auskunft gibt. Der Verfasser, ein bekannter Fachmann, der langjihrige Praxis in der Industrie mit der Erfahrung des 
akademischen Lehrers verbindet, wei8, worauf es dem einzelnen ankommt: der Studierende bendtigt eine Hinfiihrung in die 
Theorie und Konstruktion, der Konstrukteur braucht Unterlagen fiir seine speziellen Aufgaben, der wissenschaftlich arbeitende 
Student und Ingenieur will tiefer in die Theorle eindringen und der Betriebsmann méchte erfahren, welche Gefahren seiner 
Anlage drohen und wie er ihnen begegnen kann. Allen diesen Anspriichen kommt das vorliegende Buch entgegen. Besonders 
eingehend wird die Theorie des Wirmeiiberganges, des Wasserumlaufes bei Wasserrohr- und Sonderkesseln sowie der Verbrennungs- 
vorgiinge bei Kohlenstaub- und Rostfeuerungen behandelt. Bei der Behandlung der Hinzelteile der Dampfkessel sind au8er 
Uberhitzer, Wasser- und Luftvorwirmer auch Geriist und Mauerung ausfiihrlich berticksichtigt. Dabei werden dem Konstrukteur 
moglichst alle fiir den Entwurf erforderlichen Angaben geliefert. 


Hauptabschnitte: Dampfkessel. — Feuerungen. — Brennstoffe. — Der Wasserdampf. — Wirkungsgrade und Wiirmeverluste 
bei DampfkesselIn. — Lehre vom Warmeiibergang. — Zugbedarf. — Warmetechnische Berechnung von Dampfkesseln. oes 
Wasserumlauf. — Speicherfihigkeit von Dampfkesseln. — Der notwendige Dampfraum. — Chemische Aufbereitung des Speise- 
wassers. — Theorie der Feuerungen. — Hinzelteile im Dampfkesselbau. — Werkstoff. — Festigkeitsberechnung von Dampfkesseln. 


Zu beziehen durch jede Buchhandlung 


S PRIN GER -V¥ 8 Bo ee 


Mit dem soeben erschienenen zweiten Band ist vollatdndig geworden : 


Handbuch des Wasserbaues. 


Von 
Dipl.-Ing. Dr. techn. Dr.-Ing. h. c. Armin Schoklitsch 


Professor der Universidad Nacional de Tucum4n, Argentinien — 


In zwei Banden 
Zweite, neubearbeitete Auflage 


Erster Band 
Mit Textabbildung 1 bis 722 und Zahlentafel 1 bis 87. X, Seite 1 bis 478. 4°. 1950 


Zweiter Band 


Mit Textabbildung 723 bis 2049 und Zahlentafel 88 bis 113. VIII, Seite 479 bis 1072. 4°. 
1952 


Das Werk wird nur noch geschlossen abgegeben 


Preis fir das Gesamtwerk, zwei Bande in Ganzleinen: 
S 777.—, DM 155.40, $ 37.—, sfr. 159.— 


Das zweibandige Werk von Schoklitsch, das erstmalig 1930 erschien und seither in englischer 
und spanischer Sprache herauskam, behandelt alle Fragen des Wasserbaues so ausfiihrlich, 
daB es mit Recht als das Handbuch des Wasserbaues gelten kann. Der gro8e Erfolg des 
Werkes in allen Fachkreisen hat den Verfasser bewogen, die Einteilung der ersten Auflage 
beizubehalten und den Stoff nur dem Fortschritt entsprechend umzuarbeiten und zu erganzen. 


Hauptabschnitte. I. Band: Meteorologie. — Gewasserkunde und Hydraulik. — Die Wasser- 
versorgung. — Die Ortsentwasserung. — II. Band: Stauwerke und Entnahmeanlagen. — 
Wasserkraftanlagen. — Meliorationen. — Der Flu8bau. — Verkehrswasserbau. 


Aus Besprechungen der ersten Aujflage: 

,...3 wird wohl kaum ein Gebiet des Wasserbaues geben, das hier nicht so ausfiihrlich behandelt 
wire, daB man sich nicht — besonders mit Hilfe des reichen Schrifttumsnachweises — tiber jede | 
Frage eingehend unterrichten kénnte. Mehr und besseres Lob kann man einer solchen Arbeit 
nicht spenden, umsomehr, da es ja zu selbstverstiindlich ist, daB der Verlag Springer fiir die 
vornehmste Ausstattung gesorgt hat.‘ Ingenieur -Zeitschrift 


Die .Kernring-Auskleidung” im Druckstollen ,Kops-Valliila” der 
Vorarlberger Illwerke Aktiengesellschaff. Von Dipl.-Ing. Dr. techn, Alois 
Kieser, behérdl. aut. Zivilingenieur fiir Bauwesen, Bregenz. Mit 12 Textabbildungen. 
TIT, 31 Seiten. 1951. (Schriftenreihe des Osterreichischen Wasserwirtschaftsverbandes, — 
Heft 21.) Steif geheftet S 10.—, DM 2.—, $—.50, sfr. 2.20 


Zu beziehen durch jede Buchhandlung 


Printed in Austria 


